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ELEMENTI D’IDRAULICA 


l> R 0 E ,M I 0 


1. L'Idraulica ò la scienza inaleraalica del molo dei lluidi 
per dirigerlo od impedirlo. 

2. Per liquido d'idraulica s’intende un aggregalo di mo- 
lecole, le quali benché collegato da forza, questa per la sua 
piccolezza si considera come nulla rispetto le forze appli- 
cale; quindi il liquido d’idraulica si considera come un si- 
stema di molecole pcrfellamcntc sciolte , c perciò perfet- 
tamente mobili. 

3. Pressione. Per questa mobilità delle molecole nel- 
l'Idraulica si considera una forza esclusivamente propria, 
c questa è la pressione. La pressione d'idraulica è una forza 
che risente una molecola alla sua superiicie dal fluido am- 
biente, e precisamente è l'azione che fa il fluido ambiente 
sopra una parte presa per unità della supcrOcie della mo- 
lecola circondata , sulla quale unità la pressione deve es- 
sere in tutti i punti la stessa. 

4. La pressione agisce contro la superfìcie e le é nor- 
male, perché se fosse obliquasi decomporrebbe in due Luna 
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tangenic alla snperGcie c l'aUra ad essa normale, ed è evi- 
dente che con questa sola premerebbe. 

5. Molecola d’Idraallca. Egli £ necessario per primo 
fissare la grandezza della molecola d’idraulica, e poi l'espres- 
sione in calcolo della pressione. Se per la grandezza della 
molecola si prendesse una quantità finita, per quanto pic- 
cola ella fosse, sempre rimarrebbe incerta la sua grandezza, 
onde si potesse dire una molecola elementare. Quando però 
si dice che la molecola d’ Idraulica è di grandezza infini- 
tesima , o minore di ogni assegnabile , ci troviamo vera- 
mente nell’elemento del fluido. Oltre a ciò l'ipotesi dcH'in- 
finitesimo della molecola è utile doppiamente pel computo, 
primo perché si sa che all'infinitesimo si può dare la figura 
che si vuole, e quindi per questa molecola si prende la fi- 
gura più semplice che é il parallelepipedo rettangolare. Di ' 
poi nel calcolo degli infinitesimi si possono instituire ope- 
razioni sulle funzioni, comeché non si fissi nella funzione 
la maniera di calcolo , con cui sono collegale le costanti 

e le variabili. 

6. RappreeentaMB lis ealeal* della preaalDae. 

Riguardo alla rappresentanza in calcolo della pressione s’im- 
magina dagli Idraulici un prisma di fluido di data densità 
e temperatura cretto normalmente sulla superficie unità pru- 
mula, a tale altezza, che il suo peso equivalga aH'altualc 
pressione. Per questo fluido si prende l'acqua distillata o 
anche 1’ aequa stessa della quale si tratta nel caso parti- 
colare d' Idraulica. 

7. Dopo ciò alia pressione si può dare I' espressione di 
calcolo. Uno £ la base del nostro prisma, si dica anche uno 
la densità del fluido misuratore la pressione , uno la sua 
gravità, e si dica p l'altezza conveniente di questo prisma; 
uno base moltiplicato per p sarà il volume del prisma, uno 
base moltiplicato per uno densità, per p, sarà la massa del 
prisma, ed uno base per uno densità, per uno gravità e per 
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p, sarà il peso del prisrtia o la pressione, quindi seihpli- 
cemcnle p esprimerà detta pressione. 

8. Quando pero si dirà p la pressione, ci riconleremo 
che questo p esprìme I’ altezza di un prisma di acqua di 
base uno, e che in questo p ci sono sotto intese tre unità 
moltiplicatrici; cioè unità di base, unità di densità del fluido, 
ed unità di sua gravità , talché se nel corso del trattato 
d'idraulica si chiamasse g la gravità dell'acqua di cui si 
tratta , la pressione non si esprimerebbe più pel semplice 
p , ma per gp. 

9. Posto ciò si vede che nei fluidi si deve tener conto 
della pressione c non nei solidi, perché avendo i primi le 
molecole sciolte, la pressione che tende a spostarle vi ha 
tutto il suo efletto , che non può produrre nei solidi nei 
quali le molecole s'intendono invincibilmente collegato. 

10. Forze iatrlnoeclie e forze eetrlnoeche. Si vede 
ancora che ogni molecola fluida si deve intendere animata 
nei punti della massa da forze applicate, come per esempio 
dalla gravità, e nei punti della superfìcie dalle pressioni. 
Le prime perciò si dicono forze intrinseche e queste forze 
estrinseche. 

11. Flaido ridotto ad una molecola nel trattato 
d'Idraollea. Si vede in ultimo che qualora una molecola 
qualunque di un fluido si considera animata da forze estrin- 
seche non si deve avere più riguardo al resto del fluido 
di cui l'azione è valutata nelle pressioni, che la molecola 
si deve considerare come isolata, e che la quiete o il moto 
del fluido sarà la quiete o il moto di una sua molecola qua- 
lunque. 

12- Partizione del laidi. I fluidi si distinguono in 
compressibili ed incompressibili. 

Gli incompressibili sono quelli che non cambiano mai di 
volume , i compressibili sono quelli che Io cambiano al- 
l'azione delle forze e nei quali esiste la forza clastica che 
agisce con pari azione contro la pressione. 
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13. DÌTÌsl«ne deir Idraallca. Nella Idraulica, come 
nella Meccanica de’ solidi, seguiremo la stessa partizione. 
Nella 1.* parte tratteremo delle forze d’idraulica e questa si 
intitolerà Idrodinamica. Nella 2.° parte tratteremo dcU'cqui- 
librio delle forze e questa si dirà Idrostatica. La 3.' parte 
tratterà del moto dei fluidi e si chiamerà Idrocinamica. 
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PARTE PRIMA 


IDRODINAMICA 


14. Componenti oeeondo tre aost ortogonali del 
«inantItatWo di preaaione oopra d' un plano. Cia- 
scuna delle Ire componenti, secondo tre assi ortogonali, del quan- 
titativo di pressione costante sopra di un piano, é V intera 
pressione sopra la proiezione del piano in quello cui V asse 
è normale. 

Sia p la pressione ed a il piano sul quale essa è costante, 
sarà ap il quanlil.-ilivo di pressione sul piano, c se a è l’an- 
golo che fa p coll’iisse delle x, sarà opcosa la componente 
del detto quantitativo secondo l’asse delle x ; ma essendo 
se l’angolo fatto dalla normale p ad a , e dall’asse delle x 
normale al piano delle yz sarà l'angolo formato da questi 
due piani e perciò a cosse sarà la proiezione a' di a sul 
piano delle yz •, dunque la componente secondo l’asse delle 
X del quantitativo di pressione ap sarà a'p che é l' intera 
pressione p sulla proiezione a' di a nel piano cui I' asse 
delle X è normale. 

15. Erpressione In ealcolo del totale delle forze 
dalle quali è animata una molecola qualunque di 
■uldo. Sia un fluido in quiete animato da forze qua- 
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liinquc , cspritninmo in calcolo il (olalc dello forze dalle 
quali è animata una delle sue molecole. Questo fluido 
si riferisca a tre assi ortogonali posti in guisa che quelli 
delle X , y siano orizzontali ed al di sopra del fluido e 
r asse delle z sia verticale all’ ingiù. Si consideri in esso 
una molecola infinitesima parallelepipcda rettangolare coi tre 
spigoli paralleli ai tre assi. In questo parallelepipedo il ver- 
tice dell’angolo triedro più vicino all’origine delle coordi- 
nate abbia le coordinate x , y , z ; la pressione a questo 
punto Slip, e la densità q. Da qualunque numero, direzione 
e intensità di forze sia animato questo punto, colla composi- 
zione e decomposizione si potranno ridurre a tre parallele 
ai tre assi le quali esprimeremo per X, Y, Z, tendenti ad 
aumentare le coordinate, perché il caso opposto nel risul- 
taroento del calcolo sarà indicato dal segno negativo, o se 
l'ipotesi sia contraria, si esprimerà col segno negativo di 
queste quantità. 

Secondo la varia località della molecola nel fluido, potranno 
variare la pressione, la densità e le forze, dunque queste 
quantità dipendono dalla località o dalle coordinate e quindi 
generalmente sono funzioni di queste. 

16. Per la località stabilita alla molecola i tre spigoli 
sono dx , dy , dz , dunque il suo volume sarà dxdydz. 
Per determinare il resto conviene stabilire un princi- 
pio di calcolo infinitesimale ed è che « ima funzione non 
a cambia di valore nel tratto infinitesimo della variazione 
a delle sue variabili. Posto ciò non variando nè la g , nè 
le X, Y, Z, nel tratto di tutto il parallelepipedo che si trova 
dentro i limiti infinitesimi dx, dy, dz, la massa sarà gdxdydz, 
tutti i punti del nostro parallelepipedo saranno animati dalle 
forze X, Y, Z, e i quantitativi di forze paralleli ai tre assi 
saranno 

gXdxdydz, gYdxdydz, gZdxdydz 

quantità esprimenti il totale delle forze intrinseche dalle 
quali è animato il parallelepipedo. 
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17, Andiamo alle estrinseche. Tutti i punti delh'i faccia 
rettangolare superiore dxdy sono dentro i limiti -dx, dy dun- 
que per tutti la pressione é la stessa p, quindi pixAy sarà 
la pressione in quella faccia c dovendo esserle normale e 
agente verso l’ interno, sarà parallela all’asse delle s e ten< 
dento ad aumentare le i. La faccia dxdy parallela alla prima 
viene dopo la ds , i suoi punti sono dentro i limiti dx 
dy, ma vengono dopo il da ; onde per questi la pressione 
sarà cresciuta per 1' incremento infinitesimo di s , e per- 
ciò sarà la p più il suo dilTercnziale relativamente alle a 


ossia p-t- da, e la totale pressione contro la detta faccia 
sarà (^p l^^daj dxdy la quale sarà parallela all’ asse 


delle a e agente in su; abbiamo cosi due forze secondo le a, 
cioè : pdxdy, (f I® prima tendente ad ac- 


crescere, l’altra a diminuire, perciò sottraendo l'una dall’altra, 
il residuo j dxdydz esprimerà la totale pressione se- 


condo le a tendente a diminuirle: ma yZdxdyda è la forza 
intrinseca parallela alle a e tendente ad aumentarle quindi 

fZdxdyda — dxdyda, o 

esprimerà la totale forza del parallelepipedo parallela al- 
l’asse delle a e tendente ad aumentare le medesime. Per gli 
altri due assi si farà il cambiamento analogo dentro la pa- 
rentesi, e cosi le forze del parallelepipedo secondo le x e 
le y, tendenti ad aumentare queste coordinate saranno 
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18. In altm maniera al trnra II totale delle forze. 

Risolvinmo in altra maniera lo stesso problema, supponendo 
altra dimensione c configurazione del fluido. Ritenendo la 
stessa posizione degli assi coordinati , s’ immagini entro il 
fluido una superficie infinitesima ds per la quale le coor- 
dinate siano X , y , z , c nella quale sia p la pressione , q 
la densità ed X, Y, Z, le Ire forze secondo i tre assi, alle 
quali siano ridotte tutte le forze dalle quali à animata la 
, detta superlicieola. Dal contorno di questa ds si conducano 
rette parallele all’asse delle x fino ad un determinato punto 
dove si trovino al contorno di una superficie da', ed a questa 
superficie la pressione sia p’,. Dal contorno della stessa ds 
si conducano rette parallele all’ asse delle y e poi all’ asse 
delle a, e siano ds"^ , ds'"„ ; p'\ p"\ le superficie contornate 
dai due sistemi di rette e le pressioni su di esse. Si av- 
verta che le direzioni dei tre sistemi di rette s’intende che 
vadano verso i piani coordinati , talché per esempio il si- 
stema delle rette parallele all’ asse delle x vada verso il 
piano delle yz. Determiniamo i tre quantitativi di forze 
dalle quali sono animati i tre prismi di fluido circoscritti 
dai Ire sisleini di rette c dalle supcrficicolc estreme; forze 
rispettivamente parallele agli assi cui sono parallele le rette 
circoscriventi. Consideriamo il prisma parallelo all’asse delle 
X. L’ordinata x di ds cresca di dx avremo un aumento in- 
finitesimo del prisma in proposito. Esprimendosi per a la 
sezione normale alle rette contornanti il prisma , adx 
sarà il volume dell’aumento, aqàx la sua massa, cd ofXdx 
tutta la forza intrinseca che lo anima parallelamente all’asse 
delle X ; dunque a fqXAx é la somma delle forze intrinseche 
parallele all’asse delle x dalle quali e animato il prisma in 
[iroposito. Egli é facile poi vedere che a é la comune pro- 
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iczionc sul piano delle y: di d« e da',. Quindi pel primo 
Teorema ( §. 14. ) le componenti delle pressioni ps , p' , 
secondo I’ asse delle x saranno ap , ap\ , la prima agirà 
contrariamente alle x, e la 2“ nel loro senso; quindi ap'^ — ap 
sarà la pressione secondo le x che animerà il prisma ; ma 
abbiamo che anche afqXdx anima il prisma secondo le x 
tendendo ad aumentarle ( §. 16. ) dunque 

• op', — ap-*- af qXilx 

sarà il totale delle forze dalle quali è animato il pri.sma 
secondo le x. Se 4 e c siano le sezioni normali agli altri 
due prismi, le forze' dalle quali saranno essi animati paral- 
lelamente alle y ed alle z saranno 

bp'\— bp -*- bjq YAy, 
fP -*■ cfqZdx. 

19. FIgara e valore del volarne della moleeola 
InSaltaoieate poco traoloeata. Per determinare la fi- 
gura c poi il valore del volume della molecola infinitesima 
parallclepipeda rettangolare, quando essa per un moto reale 

0 ipotetico si sposti infinitamente poco dalla sua prima si- 
tuazione: si ritengano le coordinate superiori per la detta 
molecola, ed inoltre si dicano », v, te, le velocità secondo 

1 tre assi, alle quali colla decomposizione c composizione 
si riduca la velocità che ha la molecola in un tempo I in 
un dato collocamento di coordinate x, y, z. S'immagini la 
molecola trasloca la di un tratto infinitesimo. Il punto più 
vicino della molecola alla origine delle coordinate ha nel 
tempo t per coordinate x, y, z. Si cerchino ora le coordi- 
nale dello stesso nel suo traslocamcnto infinitesimo. Queste 
coordinate saranno le primitive più gli spazi infinitesimi 
percorsi dal detto punto secondo i tre assi, ma dalla Mec- 
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canica questi spazi sono udt, cd(, led/, dunque le coordinate 
cercate saranno x ud(, y -t- edt, x-*-u)dl, le quali saranno 
ancora le coordinate del principio traslocato di dx, dy e dz. 
Conoscendo le coordinate del principio di dx traslocalo cer- 
chiamo quelle dell'estremo di dx traslocato. 

Lo coordinate di questo estremo nella sua prima posi- 
zione erano x-^dx, y, x-, dunque le coordinate di esso tra- 
slocato, saranno queste stesse più gli spazi infinitesimi da 
esso percorsi secondo i tre assi. Per avere questi spazi ba- 
sterà trovare le velocità di quell'estremo, perché moltipli- 
cate per d( , daranno gli spazi richiesti. Le velocità del 
principio di dx sono u , o , le , ora come l'estremo di dx 
differisce dal principio per dx , cosi le velocità di questo 
estremo differiranno dalle velocità del principio per la va- 
riazione infinitesima di x, dunque le cercate velocità saranno 



perciò i spazi domandati saranno 

alle quali aggiunte le coordinate x -f- d x, y, z, daranno le 
coordinate dell'estremo di dx traslocato. Sottraendo da que- 
ste le analoghe del suo principio i residui 

saranno le proiezioni della dx traslocata , sopra i tre ri- 
spettivi assi ; quindi per la Geometria analitica questa li- 
ncola sarà 
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sviluppando in serie e trascurando grinfinitesimi superiori 
al primo, la detta dx traslocata sarà 

ma questa é la stessa sua proiezione, dunque la dx traslo- 
cata è parallela all’asse delle x. 

Ragionando allo stesso modo per avere gli spigoli tra- 
slocati dy, ds, avremo i loro valori 

i quali essendo le proiezioni di dy c Az traslocali sopra 
i rispettivi assi , saranno ancora le dette lineole parallele 
ai detti assi , quindi la molecola traslocata sarà pure un 
parallelepipedo rettangolare coi tre spigoli non paralleli 
uguali ai valori trovati. 

20. Moltiplicando i valori antecedenti il volume del pa- 
rallelepipedo traslocato sarà 

dxdydz[l (£)dt][l (^) d<][l - 

e facendo le moltiplicazioni col ritenere solo gli iuBnitesimi 
di primo ordine, il detto volume sarà 

e quindi la variazione del volume nel traslocamento sarà 

21. Coordinate dell’entreinltà degli oplgoll della 
■solecola traaloeata, e variazioni del ano volnnae 
date In coordinate. Le coordinate delle estremità degli 
spigoli non paralleli traslocati e la variazione del suo vo- 
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lume possono essere dati in sole coordinate, escludendo le 
velocità. Infatti abbiamo dalle Teorie del moto 


(A) 




Aj_ 

dì 


dunque basterà porre questi valori delle velocità tanto nelle 
dette coordinate , che nella variazione del volume ; ma in 
queste sostituzioni s' incontreranno differenziali di diverse 
relazioni comeché dello stesso valore infìiiitcsimo. Infatti i 
diifcrcnziali delle velocità (a) (se ben ci ricorderemo del 
discorso che si faceva per io scopo ) erano variazioni di 
valore passando dal principio dello spigolo al suo termine, 
cioè passando da un punto all'altro del sistema fluido, ma 
nelle nostre formolo di velocità (6) si parla di moto nello 
spazio, quindi il principio degli spigoli s'intende muoversi 
nello spazio parallelamente ai tre assi ; talché la diffe- 
renziazione sulle coordinate in dette velocità non riguarda 
il sistema, e non é obbligata alle condizioni delle coordinate 
nel sistema, c perciò è un differenziale di altra natura, 
comeché della stessa grandezza, e quindi si dirà variazione 
e si esprimerà col d. Unde la differenziazione per d riguarda 
il passaggio da un punto ad un altro del sistema, e quella 
per d il Iraslocamento d'un punto nello spazio. Cosi poi in 
natura differiscono questi due differenziali, che l'integrale 
é per i differenziali, perché somma gli elementi di un si- 
stema o Csico 0 geometrico o di puro computo , e non è 
affatto per le variazioni di molo. Posta questa riflessione i 
valori delle velocità saranno 




u> 


di 

dT 


ed anche il d< che si trova di sopra nelle coordinate dei 
punti traslocali e nella variazione del volume dovrà cam- 
biarsi in d/. 
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22. Le due .specie dei detti diflcrcnziali, sono tanto in- 
dipendenti fra loro , come è chiaro , che qualora si abbia 
un ' diifcrenrialc di variazione o una variazione di diffe- 
renziale si può scrivere inversamente il d innanzi il d , o 
il d innanzi il d. Abbiamo veduto che le coordinate del- 
l’estremo di dx traslocato sono 

x-t-dx-t-ud/-t-^.^|drd/ , y-t-t>d/ -t-(.^Jdxdf , 


z-t-tcdt-<-|'^)dxd( : 

dunque ponendo invece di dt, d< ed i valori antecedenti di 
u, II, ir ; le dette coordinate saranno 


.^--(|i)te 

ove in luogo di ud( si c posto dx invece dì dx perché é 
variazione di coordinata pel traslocamcnto del punto : il 
cambiamento poi del volume nel suo traslocamcnto sarà 

Se si volessero le coordinate degli estremi di dy, dz si tro- 
verebbero con facilità essere 


x-i-^x-+-(-^-)dy, y-^-dy-i-dy- 
dy ; 
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23 . Le variazloiit delle coordinate aono rnnaloal 
di tutte e tre le coordinate ateaoe. Da queste e dalle 
superiori coordinate degli estremi dei tre spigoli, si vede, 
che le singole variazioni delle tre coordinate sono funzioni 
di tutte insieme le tre coordinate, perché in essa nella va- 
riazione di ciascuna coordinata é preso il ditTcrcnzialc ri- 
spetto ciascuna, per esempio si trova 



Ma questo che abbiamo veduto da un fatto di calcolo, si 
può facilmente dimostrare col raziocinio. Infatti gli spa- 
zietti che descrivono i diversi punti del sistema o le va- 
riazioni delle loro coordinate nel trasloca mento dipendono 
dalla località di detti puuti, perchè secondo le diverse forze, 
che agiscono ne' vari punti, secondo gli ostacoli che essi 
trovano , ec. i detti spazi possono variare , dunque questi 
dipendono dalla località dei punti o dalle coordinale, ossia 
i detti spazi o le variazioni delle coordiuate sono funzioni 
delle coordiuate stesse. 

24 . SI calcolano a priori le coordinate del pnntl 

Iraolocatl. Posto ciò possiamo trovare le coordinate dei 
punti traslocali indipendentemente dalle formolo del moto 
e date per mezzo delle coordinale stesse. 

?]sseiido X, y, z le coordinate del principio del paralle- 
lepipedo nel suo primo collocamento, saranno x-i-dx, y-<-dy, 
z-»-dz le coordinate del detto punto traslocato d’ infinita- 
mente poco. All’estremo di dx appartengono le coordinale 
x-i-dx, y, z, al suo traslocamento apparterranno le stesse 
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coordinate più le variazioni per il suo moto proprio, dun- 
que pel moto del principio le dette coordinate dovranno 
crescere di ix, iy, 3s; e per avere gli incrementi relativi 
al traslocamento di quell'estremo si rifletterà die come 
queir estremo dilTerisce dal principio per un diflerenziale 
di X, così le variazioni dell’estremo, differiranno dalle va- 
riazioni del principio dei differenziali di queste variazioni 
differenziate rispetto l’a; e che perciò saranno espresse da 



dunque le coordinate dell’estremo traslocato sono 

)dx, z^5z-v-(-^)dx. 

25. Per familiarizzarci un poco nell’csprimerc le coordi- 
nate degli estremi degli spigoli traslocati, troviamo le coor- 
dinate del punto del parallelepìpedo il più distante dall’ori- 
gine delle coordinale traslocato. A questo appartengono uel 
suo primo collocamento le coordinate x-t-dx, y-v-dy, z-t-dz. 
Le coordinate del suo traslocamento saranno quelle della 
sua prima posizione, aumentate delle variazioni dx, 5y, 3z, 
del primo punto , e delle variazioni del traslocamento del 
punto in proposito. Ora come questo punto differisce dal 
primo per i differenziali dx, dy, dz, cosi dx, dy, da, dif- 
fcrianno dalle variazioni del primo punto per i loro diffe- 
renziali parziali relativi alle dette coordinate; quindi le va- 
riazioni del detto punto saranno 
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perciò le coordinale del punto traslocalo saranno 



Con queste coordinate si tornerà ad avere la variazione del 
volume espresso por le medesime eseguendo le operazioni 
fatte colle coordinate date in velocità (§. 19. 20.). 

Per chiudere il trattalo d’ Idrodinamica esprimiamo in 
calcolo la compressibilità ed incompressibità dei fluidi. 

26. Eitpreaslane in calcelo della ineomprcaalbUà 
e compresalbtlith del flnidi. Fluido incompressibile è 
quello di cui il volume non varia: per cui la variazione del 
volume, che trovasi essere 

eguagliala a zero esprimerà Tincomprcssibilità del fluido : 
la qual condizione si riduce a 



osservando che il fattore dxdydz non può annullarsi. 

27. Compressibile è quel fluido di cui il volume cambia, 
perciò la variazione del volume non polendo esser nulla, 
se il volume si prenda assolutamente la condizione per la 
compressibilità sarà 


I 
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e più semplicemente. 



28. DlOtreaza fra la vartazlane del volume della 
molecola otteanta col calcolo e col ra^loelalo aal 

(raoloeamcato. Non sarà inutile raggiungere una rifles- 
sione sulla variazione del volume 

dydi^^^jda;-+-didz|-^p)dy-4-djfdy(-^— jds=J.dardydi.((/J 

(§. 22.). Se si fosse proposto di prendere astrattamente la 
variazione dei prodotto dxdydz, differenziando per d sarebbe 
stato dydj3dx-+-djd;ddy-+-dxdy5dz. Ma nel caso concreto 
dove i dx, dy, d: sono funzioni delle tre coordinate, que- 
sto risultamento è erroneo. Infatti i differenziali delle va- 
riazioni in questo risultamento sono totali, mentre debbono 
essere parziali relativamente alle singole coordinate , come 
si scorge nella (d) trovata col sussidio del raziocinio fatto 
sul traslocaroento della molecola fluida (§. 20, 22). 

29. miatazieBc e candeiicazIcMe d'nu liquida. 
Riferiamo secondo il solito tutti i ponti del fluido a 
tre assi rettangolari , e supponiamo che una molecola 
che in un tempo t ha le coordinate x, y, z in un tempo 
antecedente abbia avuto le coordinate x — ^ , y — , x — 

Se si prendono x , y , z per variabili indipendenti , le 

r}, ^ saranno funzioni di x, y, z ebe serviranno a mi- 
surare i traslocamenti del punto che si considera, traslo- 
camenti relativi ai tre assi. Sia r la distanza delle molecole 
m, ffl', nel tempo I , alle quali appartengano le coordinate 
X, y, z e x-4-dx, y-t-dy, z-»-dz, dove si trovano le varia- 
zioni, perchè la posizione attuale rispettiva delle molecole 
proviene dal loro traslocamento. Per ciò che si è posto avre- 
mo r’ = dx’ -t- dy’ -+- dz’. Ora la prima molecola nel tempo 
antecedente aveva le coordinate x — §, y — ij, z — dun- 

2 
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qac ponendo queste coordinate rispettivamente nelle coor- 
dinate x-i-Sx, y-f-9y, i-t-ds della seconda m' , ed av- 
vertendo che I, yj, ^ sono funzioni di x, y, z avremo per 
le coordinate della seconda molecola nel tempo antecedente 



r 

quindi so si esprime per | la distanza primitiva sarà 



Siano a, /3, y gli angoli che il raggio vettore r da m ad m' 
fa coi tre assi, avremo[5x = rcosat, 9y = rcos^, Js = rcosy, 
e sostituendo questi valori ncU’equazionc (1) e dividendo 
per r avremo 
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La quanlilà 1 


■B è il rapporto fra le distante r nd 



delle molecole m, m’ nelle loro posizioni doll'attualc tempo 
e del tempo antecedente , quindi il valore di z servirà di 
misura a ciò clic si può nominare la dilatazione, o la con- 
densazione lineare del fluido secondo la direzione del raj^gio 
vettore r, cioè la dilatazione lineare se £ è una quantità 
positiva , c la condensazione o contrazione lineare se z è 
negativa. 

Supponiamo ora, che cominciando dal punto di coordinate 
X, y, z si prenda secondo la direzione r(che fa gli angoli 
a, /3, y coi tre assi) una retta di lunghezza 1 z, ed in- 
dichiamo con x-h-x', y-t-y', z-i-z' le coordinale dell' altra 
estremità di questa lunghezza, si avrà 


( 3 ) 


cosa 



quindi la formola (2) diventerà 


(l-=) 


(4) (x'. 

-.(y'. 


dH . d? . d? . 


-dl"-dy ^ 


dz 


=') 


dfl d/j , d>3 , 

djr 




d? , d? , d? 

d“x " - di - dlO ’ = *• 


Questa equazione é quella d’una ellissoide nella quale le 
rette condotte dal suo centro alla superfìcie esprimono il rap- 
porto l-v-z delle dilatazioni o condensazioni nelle diverse di- 
rezioni intorno al punto di coordinate x, y, z. Si chiame- 
ranno dilatazioni, o condensazioni pn'nci'pa/i quelle che cor- 
rispondono ai tre assi dell’ellissoide tra le quali si trovano 
le dilatazioni, o condensazioni massima, e minima. Le al- 
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tre si trovano uniformemente distribuite intorno ai tre assi 
dell'ellissoide. 

Dalle equazioni (2) (1) si possono facilmente dedurre i 
valori di £, a, j8, 7 che corrispondono alle dilatazioni o con- 
densazioni lineari principali. Perciò si ponga 



se queste si sostituiscono nelle equazioni (2), (4) diverranno 
(7) 0 = Acos’a -t- Bcos’jS -t- Ccos*7 
-»-2DcosjScosy-t-2Ecos7cosa-t-2Fcos«cos/3 
(8) Ax'> -V- -V- 2DyV -4- 2E*V -4- 2FxV=l 

Ora si sa dalla teoria deirellissoide, l’equazione della quale 
è la (8), cho il raggio vettore condotto dal centro allora è 
normale alla superficie o é uno degli assi principali quando 
esistono l’cquazioni 

Atos* -4- Fcos/3 -I- Ecosy _ Feos* -t- Bcos/3 -t-Dcosy 
cosa cosfi 

Ecosa DcosjS -4- Crosy 
fosy 
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Or quando sussiste questa uguaglianza di frazioni o le stesse 
moltiplicate nei due termini di ciascuna rispettivamente per 
cosa, cos/3, cosy, la somma dei numeratori, divisa per la 
somma dei denominatori deve essere ugnale ad una di dette 
frazioni : dunque 

(Acosa-+-Fcos/3-t-Ecos7)eosa-t-{Fcosa-t-Bcos/3-i-Dcos7)cosj3 

cos’a-*-cos^/S-t-cos ’7 

(Ecos«-*-Dcos/3-f-Ccos7)cos7 Acosat-t-Fcos/S-t-Ecosy 

cos'«-*-cos’/S-t-cos ’7 cosa 

ma il numeratore del primo membro é l'equazione (7) cd 
il denominatore è uguale all’unità , dunque il suo valore 
é 9, quindi 

g Acosa-<-Fcos/S->-Ecos 7 Fcosa-^-Bcos/S-e-Dcosy 

cosa co/3 

Ecosa-i-Dcos/S-^-Ccosy 
cosy 

Or da queste equazioni e dalla cos’s(-^-eos’/3-^-cos^7 = 1 
avremo le quantità 9, a, /3, y che sono relative alle con- 
densazioni, e dilatazioni principali. 

Dalle equazioni (10) ricaveremo sull’ istante 
(A— 5)cosa-+-Fcos/3-t-Ecosy=0,Fcosa-+-(B — 6)cos/3-*-Dcosy=0, 
(11) Ecosa Dcos/3 (C — 9) cosy =0. 

Eliminando da queste equazioni le quantità a, /3,y avremo 
(12) (A-5)(B-e)(C-e)-D»(A-6) 
E’(B-5)-F>(C— 5)-^2DKF=0 
Siano 9', 9", 9"' le tre radici di questa equazione ed e', 

, 1 

e'" i valori corrispondenti poiché si è posto (5) — -J = 9 

ricaveremo 

(.15) = = 
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e ciascuna delle Ire quantità z\ t", i"' rappresenterà una 
dilatazione principale quando sarà positiva , ed una con- 
densazione principale quando sarà negativa. Di più abbiamo 
per l'equazione ( l‘i) 0' 6'' 6"'— A -t- B C 

e»' 0'-^ 5» 0" 6' = BC -V- CA -e AB — D’- E' — F’, 

(14) 0' $" e"’ = ABC — AD'- BE'-^ CF'-.- 2DEF. 


Se si suppone che gli assi coordinati siano paralleli alle 
rette condotte pel punto x, y, x e corrispondenti alle di- 
latazioni, c condensazioni lineari principali l'equazione (8) 
rappresenterà una ellissoide riferita non solo al suo centro 
ma ancora ai suoi assi, dunque dovendo contenere solo le 
seconde potenze delle coordinale avremo (15)D»-0, E=0, 
F=0: 

quindi requazione(l‘2)si riduce ad(15)(A — 6)(B— S)(C — 5)=0 
e 5' = A, 5"= B, 5'''= C, e perciò l’equazione (7) ci darà 
6=5'cos'‘a-t-C''cos’j9-<-6'"cos’7 ossia sostituendovi i valori di 
0, 6', 0", 0"' ricavali dalla (5) c dalla (13) sarà 



Questa equazione (16) servo a dedurre la dilatazione , o 
condensazione misurata secondo un’asse qualunque dalle 
dilatazioni, e condensazioni principali misurate secondo tre 
assi che si segano ad angoli retti quando si conoscono gli 
angoli oc, /3, y che il primo asse fa cogli altri tre. 

30 Oltre le condensazioni, e dilatazioni lineari di cui ab- 
biamo parlato si può trovare la dilatazione , e condensa- 
zione di un elemento infinitesima di volume che si trova 
al punto di coordinate (z:, y, x). Supponiamo dunque che 
per una circostanza qualunque questo elemento abbia va- 
riato nella ragione di 1 a 1-v-». Il valore di v servirà pre- 
cisamente a misurare ciò che si chiama dilatazione, o con- 
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dentazione di volume, rio6 la dilatazione del volume se v 
sia positivo, la condensaziooo se t> é negativa. Ora questa 
quantità v si conosce quando sì conoscano i valori di s' , 
s', e'" dilatazioni lineari principali. 

Infatti supponiamo, che l’elemento infinitesimo di volume 
sia nel primo stato del fluido di figura sferica di raggio 
infinitesimo r, perché I’ infinitesimo può avere una qua- 

1 

lunque figura; allora questo elemento sarà — nr^. Prendeo' 

do poi pel cambiamento la fignra di una elissoide di cui 
i tre assi sono r(l r(l r(l -t- £"') il suo volu- 

d 

me sarà — 7rr*(l -*-£')(! -*-£")(l ->-£*') : ma essendo il vo- 
lume primitivo al cambiato come 1 ad 1 1 > sarà 

|nr>(l-^s')(l-£-')(l->-£"') 


o (17) = e com- 

binando questa equazione colla (Id) avremo 

(18) (^) =ABC— AD’-BE>-CF>-^-2DEF 


Ammettiamo ora che rj, t, r, e', i' siano tutte 
quantità infinitesime, trascurando griiifinitesìini di secondo 
ordine dalle equazioni (6) abbiamo 


(19) 

A=l- 

-2Ì^ 

Ax ' 

, B = l- 

-2Ì\C=1 

~S 

D = 



1 , E = 

= _ fi’ -V- 

d? 


'dz 

»iy 


\dx 

d: 


F 

1 

fr- 






'dy 

Ax) 



I 


I 


i 

I 
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Se queste quantità si sostituiscono nella (18) non ritenendo 
che grinfinitesimi di primo ordine avremo 

, . d., a; 

ora t], ^ sono le variazioni inBnitesime delle coordinate, 
dunque ^ = dx, i] = 3y, ^ = dz quindi 
ddx ddy dd: 

dx dy dz 


ove siamo ritornati ad aver la variazione del volume. 

Se si prende l’equazione (16) e si facciano gli sviluppi 
delle potenze negative — 2 coll’ avvertenza di trascurare 
gl’ inGnitcsimi di secondo ordine sarà £=£'cos’a-+-e"cos’/3 
£'"cos'y : dalla quale si ha una dilatazione qualunque 
lineare dalle dilatazioni lineari principali quando si cono- 
scano gli angoli che fa il raggio vettore secondo cui é la 
prima dilatazione, coi detti assi principali. 


1 


I 
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PARTE SECONDA 




IDROSTATICA 


CAPO 1. 

Formala generale dell' equilibrio. 

1. L’ equilibrio di un sbtema di forze in un fluido è 
l'equilibrio di un sùtema di forze in una molecola elemen- 
tare. Infatti supposto che nella molecola qualunque si siano 
considerate le forze intrinseche ed estrinseche si deve pre- 
scindere dal fluido ambiente, perchè espresso dalle forze 
estrinseche di pressione, e perché affatto slegato dalla mo- 
lecola. 

2. Ora abbiamo trovate (§. 17.) l'csprcssioni delle forze 
intrinseche ed estrinseche di una molecola qualunque in- 
finitesima parallelepipeda rettangolare, e perciò elementare, 
le quali sono 

Questo è un sistema di tre forze rettangolari applicate ad 
un punto materiale perfettamente mobile; quindi perchè sia 
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in equilibrio, si richiede che le Ire forze si annullino par- 
zialmente. 

3. Uguagliando a zero le tre forze , prescindendo dal 
fattore dxd^d:;, avremo 

,x-(|)=o„r:(fe)=o„.-(^)=o. 

Trasportando i negativi, moltiplicando rispettivamente per 
dx, dy, dz, e sommando avremo 

Il primo membro e la somma de’diITcrenziali parziali ri- 
spetto tutte le variabili, di cui 6 funzione la p, sarà dunque 

dp=y(Xdx-t-Ydy-<-Zd:)- 


Questa é l’equazione d’equilibrio di un sistema di forze in 
una molecola qualunque, di qualunque fluido perchè è data 
per le coordinate x , y , z ; e perchè secóndo che q sarà 
costante o variabile, il fluido sarà incompressibile o com- 
pressibile. In ultimo la detta equazione comprende tutte 
le forze che possono agire in una molecola cioè le intrin- 
seche X, Y, Z e la pressione p. 

Altra maniera di aver l'eqaaziane ceaerale 
deireqallibrlo del Ioidi. La stessa equazione si può ot- 
tenere dalle formole avute al §. 18. Egli è evidente che 
per l’equilibrio della molecola situata nel punto (x, y, z) 
si richiede non potersi muovere i detti prismi parallela- 
mente agli assi ai quali sono paralleli, si richiede perciò 
che siano zero le forze che tendono a muovere i prismi 
parallelamente agli assi, dunque 

p'^a — pa-*-a yyXdx=0 
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j)"b — pb-*-bJqYAy=^ 
p^"€-pc-^cfqZAz~{) 

diiTercnziando rispettivamente per x , y , x , e sommando 
avremo come sopra 

Ap=q{XAx-^YAy-*-lAz) . 

5. Preasioal del Biiide pesante eontra I corpi 
immersi , e contro 1 corpi ambienti. Le formole 
avute col considerare le forze in un prisma di fluido di 
due dimensioni infinitesime servono per trovare la risultante 
delle pressioni di un fluido pesante ed in quiete contro un 
corpo immerso e contro un corpo ambiente, come un vasc. 

Essendo gli assi delle x e delle y orizzontali e quello delle 
X verticale all' ingiù , nel caso del fluido pesante non ci 
saranno forze orizzontali, quindi X^O , Y=0; la Z poi 
forza verticale all'ingiù sarà la gravità, che diremo uno, e 
perciò afq\Ax,bfqYAy forze intrinseche orizzontali saranno 
zero ; ed / qZAz sarà fqAz. Posto ciò le formole dell’equi- 
librio saranno 

f'.“— P“=0» p''o*— p"',e—pc=cfqAz. 

Supponiamo il corpo immerso e che ds sia alla superficie 
di questo corpo. Si supponeva che dal contorno di dt, si 
conducessero rette rispettivamente parallele ai tre assi per 
circoscrivere tre prismi di fluido : ora si consideri che que- 
ste rette passino a traverso del corpo a circoscrivere tre 
prismi che terminino alla parte opposta di d«, dove siano 
le pressioni p\ , p ‘\ , p"', . £ evidente che essendo p,'a= 
pa e pj’b^pb le pressioni orizzontali che risente il corpo alla 
sua superficie si distruggono , e perciò il corpo immerso 
non può concepire per queste pressioni moti orizzontali. La 
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terza dilTerenza pj"c — pe esprime la pressione aH'insù clic 
risente il cilindro verticale scavato nel corpo ; u questa 
dilTerenza è uguale a efqdz, che è il peso di fluido di vo- 
lume eguale al detto prisma. 

Se s’ immagini il corpo diviso in tanti prismi verticali 
siegue dalla terza formola, che la risultante delle totali pres- 
sioni all’ insù, che risente il corpo immerso, equivale alia 
somma dei pesi dei prismi di fluido di volume uguale ai 
prismi in cui fu diviso il corpo; ossia, 6 uguale al peso del 
fluido scacciato dal corpo immerso. 

6. La risultante della somma dei pesi dei prismi del fluido 
passa pel punto che era centro di gravità del fluido scac- 
cialo mentre che il peso del corpo si considera come riu- 
nito nel suo centro di gravità; dunque il corpo si riduce 
semplicemente al suo peso applicato al suo centro di gra- 
vità , e la risultante delle pressioni del fluido ambiente o 
il peso del fluido cacciato dal corpo che agisce all’insù, si 
può intendere applicata al centro di gravità del fluido scac- 
ciato di volume uguale al detto corpo. 

Si vedrà facilmente dopo ciò che le pressioni orizzontali 
contro il corpo ambiente o recipiente sono uguali ed agi- 
scono di dentro in fuori , e che la somma delle pressioni 
verticali é uguale al peso del fluido. 

7. C*adlzloBÌ per ■’ cqnlllbrl* d' an corp« Ibb- 
mern* e perché nn cerpa calleKcIaate. Aflìnchè 
il corpo immerso in un fluido sia in quiete si richiede che 
le due indicate forze, peso del corpo, c peso di un ugual 
volume di fluido applicali ai rispettivi centri di gravità siano 
uguali ed opposte; dunque i due centri di gravità dovranno 
essere nella stessa verticale, e il corpo immerso e fluido am- 
biente dovranno essere della stessa gravità specifica o den- 
sità. Mancando la prima condizione, il corpo immerso conce- 
pirà un moto rotatorio, finché i due centri di gravità si pon- 
gano nella stessa verticale; mancando la seconda condizione 
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il corpo avrà moto progressivo dall' alto in basso , fino al 
fondo, quando la gravità specifica del fluido sia minore di 
quella del corpo; e dal basso in alto nel caso opposto: 
in questo caso sporgerà fuori del fluido di tanto, finché la 
parte immersa scacci una massa di fluido ebe abbia il peso 
del corpo. Questo cosi collocato alla superficie del liquido 
si dice galleggiante. 

8 . COHdlzloBl per reqBllibrIa d’nn fallegglaate. 

Da ciò si vede che quando un corpo sia galleggiante deb- 
bono verificarsi due condizioni; la prima è che siano uguali i 
posi del corpo e del fluido di volume uguale alla parte 
immersa; la seconda condizione é che i centri di gravità 
dei fluido scacciato e del corpo siano nella stessa verticale, 
cioè nella retta normale alla superficie di livello. 

CAPO II. 

Dimoitrazione della formala generale dell' equilibrio col 
principio e formala generale delle velocità virtuali. 

9. ■'•rinola geacrale delle relocUà virtnaii. Que- 
sta formola ci dice che in ogni caso di equilibrio la somma 
dei momenti2delle forze deve essere uguale a zero. Questi 
momenti sono ciascuno la forza applicata ad un punto, mol- 
tiplicata per la variazione della retta che comincia da que- 
sto punto e andando secondo la forza termina ad un punto 
fisso : per esempio PSp é una forma di momento ; perché 
la P esprime la forza, e ip la variazione della retta p che 
deve cominciare dal punto di applicazione di P e andando 
secondo la P, termina ad un punto fisso. 

Se la forza tende a diminuire la retta , si prende posi- 
tiva la variazione di questa , perché si considera la forza 
tendente al punto fisso della retta, come a centro, che é il 
caso della natura. Se poi la forza tende a crescere la detta 
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retta , la variazione di questa si prende negativa. Si vede 
che in questo caso la P c p , comechè comincino da uno 
stesso punto e siano in una stessa retta, vanno in senso op- 
posto. 

10. Eqa«at*He generale deH'eqiillIbrla del baldi 
^r oaexzo delle velocità vlrtaall# Dopo ciò conside- 
riamo la nostra molecola parallelepipeda ; iu questa 

f\dxdyd 2 , yVda-dyd;, fZdjrdydz 

esprimono le forze intrinseche secondo i tre assi applicate 
ai punti di coordinale x, y, z. Queste sono tre rette che 
si trovano nella direzione delle tre forze indicato, le quali 
tendono ad aumentarle, quindi dovranno prendersi uegalivc 
le loro variazioni, c perciò avremo i tre momenti 

— jiXdjdydidj, — jYdxdydidy, — jiZdxdydiJi, 
la somma dei quali 

— j(Xdx-t-Y5y-t-Z5z)dxdyd2 

esprimerti la somma dei momenti delle forze, dalle quali ò 
animata la molecola; e rintcgrale triplo di questa quantità 
per le tre dimensioni indipendenti sarà la somma dei momenti 
di tutto il fluido. Dunque per la formala generale dcH'equi- 
librio espressa in velocità virtuali avremo 

SSS — y(XJx-c-Y’5y-^Zd2)dxdydz=0 (1) 

Ove si usa la S invece di f perche 6 integrale definito. 

Si deve ora esprimere la condizione della natura del fluido. 
Questo può essere incompressibile o compressibile. Ammet- 
tiamo il primo caso. 

11. g' latrodueelaceadlziaBed'iacoinprenulbllità 
■eireqnazlaoegcaeraledeircqallibrl*. La condizione 
della incompressibilità è che la variazione del volume sia 
nulla, dunque 26). 
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Dovendo coesistere le equazioni (1), (2), per ridurle ad una, 
sarebbe necessaria una sostituzione da una equazione nella 
altra di una quantità comune. Sarà però meglio osare il 
metodo dei moltiplicatori, per ricavarne forze prodotte dalle 
date. Esprimendo pertanto questo moltiplicatore per X , si 
moltiplichi per esso la seconda equazione , c si aggiunga 
alla priniaj avremo per l’eqnilibrio del fluido, l'unica equa- 
zione 

s| — ? (X5x-t-YJy-*-Z3*) 

Dove il segno integrale S indica Tinlegrale triplo. 

12. Inteurazlone fra t limili dell'eqaaalone (cne- 
rale. Da questa equazione si prenda la parte 

si faccia l’integrazione per parti, e si porti la parte inte- 
grata fra i due limili , ponendo duo accenti alle quantità 
ebe riguardano il limite il più lontano dall’ origine delle 
coordinale, ed un accento a quelle che sono nel limite più 
vicino, avremo 

SX^-^^-)djrdydi=^X"djr’' — X'dj'J dyds — S |■^^dJ:dydI5x. 
Analogamente sarà 

SX(.^)dj:ayd;=(X"3y"-X'5y’)dxds - S(^)dxdydz5y. 
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SX(-^)l.rdyrI*=(X"5z"-X'3*']dj-dy- S (^)dxdyd:5z. 

Sostituendo i secondi membri di questa equazione nella equa- 
zione generale (-4) avremo 

* [[- - 0 ]*» 

S [(x"3x''-X'dr')dyd*-^(X''5y''-X'5y')dxds 
-^(X''5i"-X'5z')dxdyJ =0. 

In questa equazione il primo integrale è triplo, perche ri- 
guarda le tre dimensioni dx, dy, dz; il secondo é doppio, 
perchù si riferisce alle due dimensioni che sono i prodotti 
a due a due degli clementi dx, dy, dz. In questa equazione, ’ 
essendo differenti i due integrali per aver lo zero debbono , 
essere nulli separatamente, ossia devono essere separatamente 
nulle le quantità sotto i segni integrali ; sarà perciò 

(C) (X"5x"— X'iJx')dydz-s-(x"dy''— X'Sy’Jdxdz 

-^^X''5z’'-X'az')dxdy=0. 
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13. Eqanzlonc cenerale dell'equilibria dei Ioidi 
Incooipreeaiblli dedotto dalla foroiola generale del- 
le reloelth rlrtaall. Nella prima equazione sono indipen- 
denti le variazioni Sx, iy, dzj onde sia verificata, debbono 
essere parzialmente zero i loro coefficienti, e perciò avremo 


X=0.-(“)-,Y_0.-(|)-,Z=0, 

trasportando, moltiplicando rispettivamente queste equazioni 
per dx, dy, dz, e sommando avremo 

— dA=y^Xdar-t-Ydy-f-Zdij , 


equazione generale dell’eqnilibrio dei fluidi. 

14. SI dlmoatra ebe II moltiplicatore della condi- 
zione è la preoalone. Non v’ ba difficoltà nel riconoscere 
il X come forza di pressione. Infatti nell’equazione dei mo- 


menti delle forze avevamo 


JdjdydsSx in questo pro- 


dotto, essendo Sx la velocità virtuale, l’altro fattore 
(J^)drdydz , 


( come si ha dalla Teoria generale delle velocità virtuali ) 
deve essere la forza secondo la retta x che si* può rappre- 
sentare per 




La dydz, é la faccia sulla quale agisce la forza rappresen- 
tata dalla quantità entro parentesi, e questa è evidentemente 
la pressione agente contro la faccia stessa che si riduce ap- 


puntoa(^j dx come in altra dimostrazione si riduceva a 
^^^jdx. Che se nel nostro caso la dX è negativa mentre la 


dp era positiva, l’uno c l’altro caso può essere, perchè allo 
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■tesso variare delle coordinate la pressione può crescere o 
decrescere. 

15. Canelderazione anircqnaztane al dne limiti» 

L'equazione (C) che contiene la quantità fra i limili si può 
porro sotto la forma 

(D) SX'’(3j:"dydx-+-dy''dj;dr-t-di"dxdy) 

=SX'(da:'dydz-<-3y'dxds-+-3z’dj:dy) 

Supponiamo che il limite del fluido il più lontano dalla 
origine, cui corrispondono Io lettere con due accenti, sia li- 
bero; cioè che in esso la pressione X'' sia zero, e che il li- 
mito più vicino all'origine avviluppi un solido: per la su- 
perficie di questo solido e del fluido a contatto avremo 
l'equazione 

SX'(dx'dydz- 4 - 3 y'dxdx-*- 5 *'dxdy)= 0 . 

Si dica ds l'elemento della superficie in proposito che ab- 
bia por proiezione dydx sul piano delle y, x c si dica a 
l’angolo che fa il piane ds col piano dydx, o l’angolo che 
la normale p a ds fa coH’assc delle x normale a dydx; per 
la geometria analitica avremo dydx = dscos«c. A rigore 
la ds snlli piani delle x; x; x, y non avrà le proiezioni dxdx, 
dxdy ; ma trattandosi di infinitesimi nei quali non si fissa 
la grandezza assoluta , ma la relativa alle quantità finite , 
si può dire che la ds abbia per proiezioni i rettangoli te- 
sté indicati; dunque se si dicano /3, 7 gli angoli che la p nor- 
male a ds fa cogli assi delle y e delle x potremo porro 
dxdx=dscos/3, dxdyssdscosy. 

Sostituendo questo quantità nella equazione superiore essa 
diventerà 


SX'( 3 x'cosat-+- 5 y'cosj 3 -*- 3 x'cos 7 )ds =0 
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Ora Jx'cosa 5y'coS(3 -+- 5a'cosy = 5p (*) é la variazione 
della normale sul ds ; dunque la nostra equazione diventa 

S ^ X'ds^p j =0. Il fattore X'ds è il quantitativo di pres- 
sione sopra il ds, e $p é la velocità virtuale nel senso della 
normale secondo cui agisce la pressione. La nostra equa- 
zione pertanto ci dice , che la somma dei momenti delle 
pressioni contro il corpo avviluppato dal liquido deve es- 
sere nulla, cioè che le forze dalle quali é animalo il liquido 
in quiete contro il corpo immerso in quiete producono pres- 
sioni, i momenti delle quali sommati danno zero; la qual 
condizione ci dice che queste pressioni si equilibrano. 

16. Azione del Baldo contro nn corpo avviluppato 
e inoblle. Nella ipotesi del solido avviluppato dal fluido 
abbiamo tacitamente supposto la sua immobilità. 

Supponiamo ora che sia perfettamente mobile, o che possa 
ad un tempo concepire i due moli, progressivo e rotatorio. 

Dalla Meccanica delle velocità virtuali abbiamo che le 
equazioni 

= — y5N 

tu] = dm — zdL -t- xJN 
J? = y5L — x5M 

esprimono le variazioni delle coordinate di un punto qua- 
lunque del mobile per un suo moto minimo composto di 


(*| Abbiamo in QCnere per una retta r 
X— a V — 6 1 — c 

Ora a — , - sono i coseni deijli ant’oli che la retta fa 

r r r 

coi tre assi, dunque se, come ò nel nostro caso, questi coseni stano 
cosa, COS0, cosy cioè coseni diqjii angoli che la normale p fa coi tre 
assi, Ixcosa-t-^lfcos^-K^icosy saril la variazione 9p di questa normale. 
S*inlende che x, y, i\ a, ò, c sono le coordinale delle estremiU di p. 
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progressivo e eli rotalorio. Se dopo ciò ammctliamo il molo 
minimo del fluido e del solido, nella equazione (B) in luogo 
di Sx, 3y, 3i, dovremo porre 5x 3§, Sy 3>j, dx 3?; 
come metteremo questi binomi con uno e con due accenti in 
luogo di 3x', 3y', 3s', e di 3x", 5y", $z". 

Per la prima sostituzione rimanendo i termini afletti da 
3x, 3y, Sz; col mandare a zero i loro cocflicienti otterremo 
le stesse equazioni avute di sopra. L’introduzione poi delle 
variazioni 3| 3q 3^ non porta cangiamento veruno in quelle 
equazioni , giacché eguagliando a zero ì coeflìcicnti di 3x, 
3y, 3z svaniranno contemporaneamente le varazioni 3§ 3>] 3^. 
Non resta pertanto che fare le sostituzioni nell'equazione ai 
limiti che è la parte accentata deH’eqnazione (B), o meglio 
ncH’cquazione (D) : quindi avremo 

SX"(35"dydz-4-3>3''dxdz-H3?"dxdy)= 

SX*(3|’dyds-+-3>j'dxdz-*-35’ dxdy) 
che essendo X"=0 si riduce a 

SX'(3?'dydi-.-3>j'dxdz-K3? dxdy)= 0 
questa per le cose dette (§. 15.) diviene 

SX'(35'cosa-t-3ij'cos/3-<-3?'cosy)dj=0. 

In questa equazione si pongano i valori 
3?' = 31-4- *'3M - y'3N, 

3>)' = 3m — z’3L -4- x'3N, 

3?' = 3n -4- y'3L, — x'3M 

e si mandino a zero i cocflicicnti delle sci indclcrmiuale 
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ài, àm, àn, ^L, dM, dN, avremo le sci equazioni 
S X'cosads=0 , S X'cos/3ds=0 , S X'cosyd*=0, 


SX'(y'cosy — zcos/S)ds =0, 

SX'(s'cos«— x'cosy)dif=0. 

SX'(x'cos/3 — y'cosa)d*=0. 

Queste equazioni che abbiamo ottenute coincidono con quello 
che assegna la meccanica per l’equilibrio d’un solido. In 
queste noi scorgiamo in luogo di forze qualunque le forze di 
pressione, che agiscono sulla superGcie del solido avviluppato 

dal fluido. Lo equazioni — — ^=oY, — ^=qZ 

dx dy ' di ' 

sono le equazioni per l'equilibrio del fluido ambiente , sia 
che il corpo avviluppalo sia fisso o mobile. 

17. Doppia maniera di eonalderare l'azione del 
fluido ambiente contro il corpo Immerso. La sosti- 
tuzione di 5x-t-d|, ày-^-àr], àz-+-à^, si faccia nella equa- 
zione (A) (§. 11) in luogo di 5x, ày, àz, e ciò prima col 
ritenere dx, ày, àz ; secondo col sostituire a queste quan- 
tità 3|, ài], à^. Per la prima sostituzione avremo le stesse 
conseguenze avute coH’ipoIcsi del corpo immerso immobile 
che sono I’ equazioni per l'equilibrio del fluido ambiente. 
Facendosi la sostituzione di ò", ài], à^, a 5x, ày, àz spa- 
. . ddx dàu dàz 

riranno i termini — ; — , — ; — , — - — , perché nei valori 
dx dy dz 

di d|, ài], ò^, mancano rispettivamente x, y, x e questi 
sono coefficienti differenziali relativamente a queste quan- 
tità; quindi dalla equazione(A)colla delta soililuzione avremo 


— 38 — 


s j (x3|-^yal^.-z5? )]=o. 

Si pongano in questa i valori di dq, do, d^, e si man- 
dino a zero i coefficienti delle sci indeterminate òl , dm , 
dn, dL, dM, dN, avremo le equazioni 

SyX-=0, S7Y=0, SvZ=0 

Sf( Zy-Yz )=0,Sy( Xz-Zi )=0,Sy( Yx— Xy )=0. 

18. Queste sono le equazioni per l'equilibrio di un solido; 
sono perciò l’equazioni per l'equilibrio del corpo immerso; 
dunque per questo corpo abbiamo ottenuto equazioni di 
equilibrio prima espresse in pressioni del fluido ambiente; 
poi espresse nelle forze dalle quali è animato il fluido ; 
l'equilibrio pertanto del corpo immerso si ha e considerando 
il fluido ambiente come fluido che produce alla superfi- 
cie del corpo pressioni in equilibrio, e considerando il fluido 
ambiente come solido , che facendo corpo col solido avvi- 
luppato gli comunica le sue forze in equilibrio. 

Queste due conseguenze, che danno la stessa verità sono 
venute prima dal sostituire d^', d>}'> in luogo di dx', 
dy', dz' nell'equazione al limite 

SX'(dx'dydz -4- dy'dxdz dz'dxdy) = 0, 

e poi dal sostituire d§, d)}, d^ in luogo di dx, dy, dz nel- 
l'equazione ' 

Sy(Xdx -4- Ydy -+- Zdz)dxdydz = 0. 

Ciò da luogo ad un iuteressaute teorema di statica. 
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Teorema di otatlea. Quindi dimostriamo, che le due 
equazioni 

SX'(5?'dyds 3>j'dxdz 3?d rdy) = 0 
Sy{X5= -f- Y5-3 Z3?)dxdydz=0 

danno lo stesso risullamento. 

Abbiamo dimostralo le equazioni 


yX=-g,yY=_ 


5JX 

dy’ 



Essendo i valori di 3|, iri, 3^ rispettivamente indipendenti 
da X, y, z potremo trasformare le antecedenti uguaglianze 
in queste 


,X3|=d(^) , ,V3,=d( =1-) , ,Z85=d(^) , 

dunque colla sostituzione di questi valori 1’ equazione (2) 
diventa 

/dX3gi /dXdijv /dX3?\ 

dx / l dy ) \ dz /“ ® 


integrando per parti, portando ai limiti l’integrale ed ugua- 
gliando a zero la quantità ai limiti , il tutto come sopra , 
avremo 

SX” [3?" dydz -f- in" dxdz 3? " dxdy] 

- SX’ (3?' dyds -V- in' dxds i^ dxdy) = 0. 
ma X" z= 0 dunque 

SX' L3S' dydz in' dxdi -t-3^'dxdy] = 0. 
che é l’equazione (1). 

19. SI ■tabllisee 1' equazione dell’ eqnllllirla 
del fluidi cempreaalbill colle TClocltìi rlrtaall. 

Fino ad ora abbiamo supposto che il fluido fosse incom- 
pressibile , ora dovremo supporlo compressibile , cioè eia- 



— po- 
stico. L’ elasticità è una forza clic tende a dilatare il vo- 
lume, ossia tendente a produrre la variazione del volume 
espressa da (l.dxdyd:. Questo volume infinitamente piccolo 
si può supporre come una retta , secondo la quale agisce 
l’claslicità , e che tende ad aumentarla : quindi la varia- 
zione di questo volume può considerarsi come la velo- 
cità virtuale della elasticità stimata, sulla retta secondo cui 
essa agisce. Nominando e I' elasticità , rd.dxdydz sarà il 
momento di questa forza che anderà aggiunto a 

f/(Xjx -t- YSy -I- Zdz)dxdydx 

momento delie forze applicate alla molecola del dato vo- 
lume drtlydz, perciò l'equazione generale dcircquililirio dei 
fluidi clastici sarà 

^>q{\Sx Ydy Z5z)dxdydz-*-Se5.dxdydi = 0 

equazione simile a quella dei fluidi incompressibili solo 
che si cambi il X in e; quindi trattata allo stesso modo ci 
darà la stessa formoia di equilibrio. Perciò l'equazione 

dp = Sy(Xdx Ydy Zdi) 

è Punica equazione per l’equilibrio d' ogni maniera di 
fluidi. 

Se si avesse difficoltà di ammettere il volume dxdyds , 
come una retta , la d.dxdydz non sarebbe più la velocità 
virtuale della elasticità stimata nel senso di questa retta ; 
ma avvertendo al calcolo fatto di sopra nel prendere la va- 
riazione di dxdydz, e nel fare Pintegrazioni per parti , si 
vedrà che questa variazione dà in ultimo i 5x, dy, dz, mol- 
tiplicati per fattori che saranno forze secondo queste lineole 
infinitesime. 

20. IfitereoMnate rlle«si»ne «nll 'equazione gene- 
rale drU'eqnilibrlo dei Bnldll. Kiflcttendo sulla formula 
generale dell'equilibrio dei fluidi 
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(\p = ^{Xdx -t- Ydy -t- ZAz) 

si vede che àp è un differenziale esatto, dunque deve es- 
sere dilTcrcnzialc esatto anche 

y(Xdx -+- Ydy -t- Zdz), 


quindi per la condizione del calcolo differenziale dovremo 
avere le equazioni 



alle quali dovranno soddisfare la densità del fluido c le 
forze da cui è animato onde si abbia l'equilibrio. 


CAPO III. 

‘ Della Superficie ili Livello. 

21. Condiaioae algcbraica per la anperfleie di li- 
vello» Superfìcie di Livello ò quella dove la pressione è 
nulla 0 costante. Ora per ambedue i casi il differenziale 
della pressione é nullo, dunque la superfìcie di livello sarà 
quella dove dp = 0. 

Ammettendo questa condizione nella formula generale 
dcH'cquilibrio avremo 

y(Xdx -t- Ydy Zdi) =0; 

la densità non potendo esser nulla, avremo Xdx-t-Ydy 
Zdz = 0 ; che sarà l’equazione differenziale della super- 
ficie di livello, quando le forze X, Y, Z, che sono rette , 
si diano in coordinale. 

22. Proprietà della oaperCcle di livello, lina pro- 
prietà rimarchevole della superfìcie di livello è che ad ogni 
suo punto é normale la risultante delle forze che vi' sono 


Digitized by Google 



— 42 - 

applicale. Infalli si dica R la risultante delle forze X, Y, 
Z applicale al punto di coordinale x, y, z ; e sia ds una 
linea infinitesima che partendo dal detto punto combacia 
in una posizione qualunque coll’elemento infinitesimo della 
superficie del fluido, o si trova nel piano tangente in que- 
sto punto alla superficie. Si divida l’equazione antecedente 
pel prodotto Bds ci darà 

X* ^ ^ Z £* 

R ■ d* R ■ d» R ■ ds'“"' 


Ora 


X Y Z 
R ’ R ’ R 


sono i coseni degli angoli che la risultante R fa 


COI tre assi > c — , “ sono i coseni degli angoli che 

Q$ ds ds 

la ds fa cogli stessi assij dunque I’ equazione antecedente 
ci dico che è zero la somma dei coseni degli angoli ana- 
loghi che coi tre assi fanno le rette R, da: questo due rette 
saranno perciò normali , cioè la risultante R è normale a 
tutte le rette da che combaciano col piano tangente , e 
per conseguenza è normale al piano tangente o alla super- 
ficie di livello nel punto di coordinale x, y, z, dove sono 
applicate le forze X, Y, Z. 

23 . Altra dlmoatraxloae della steaaa proprietà. 

La stessa verità si dimostra colla condizione di geometria (*) 


(*) Il car.ittere geometrico della normale ad una tuperiìcic i 
che aia la maxima o la minima di tutte le rette iniìnitamcnie proaaime 
condotte alla aupcrKcie dal punto d'onde !• condotta la normale: è maa- 
aima per le luperKcie concave, ed è minima per le convexe c le piane. 
Sia Adz -t- Bdy -f- Cdz =: 0 rcquarionc differenziale di una superfìcie 
qualunque, e siano a, b, c le coordinate del punto da cui i condotta 
uua retta che va al punto X, y, I, della superfìcie. Il valore di que- 
sta retta, che si dica r, sari K[(* — o)M-(l) — 6)M-(z — e)»]. Affincbi que- 
sta retta diventi normale al detto punto della superficie deve exere 
maxima o minima^ dunque dr deve essere zero, e differenziandu il suo 
valore dovrà essere 
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AfTinchè nna retta sia normale ad una superficie di equa- 
zione dilTerenziate data, i coseni degli angoli che essa fa 
cogli assi delle x , y , z debbono essere uguali ai coef- 
ficienti differenziali relativi alle coordinate x, y, z che si 
trovano nell’ equazione differenziale , divisi per la radice 
della somma dei quadrati dei detti tre coefficienti diffe- 
renziali : dunque nominando ec , /3 , 7 , gli angoli che la 
normale alla superficie di equazione Xdx-«-Ydy-»-Zdz = 0 
fa coi tre assi sarà 

Per identiHcarc questa equazione coirequaiione dìBereniiale della su- 
perfìcie la molli pi ichcremo per un faltore incognito M, quindi ‘ 



1 =A, H 1 

_B M 1 

' * — ‘ \ 

\ r J 

\ r / ^ 

k f / 


Facendo il quadralo di queste equazioni, sommando ed avvertendo al- 
l’equazione, — c)“ avremo Ma=A>->-B»-t-C» , 

dunque 

X — a \ V — 6 _ B 

r ~ K(A>-<-Ba-(-Ca) ' ~ F(A'‘-|-Bh-C>) 

z— c C 

r K(A v I B s I Cz) 

che sono le condizioui perchi r aia normale : dunque diceudosi a, fi, 
y, gli angoli che questa normale fa coi tre assi ed avvertendo che 

I — a y — 6 z — e 

coso= , cosp , cosy= 

r r ' r 

avremo per i coseni degli angoli che la normale fa coi tre assi 

K(A»-t-Ba-!-C») ’ K(A>-i-Ba-HOJ 

C 


cosy= 


K (A.*-t*~B***"C *) 
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cosa 


X 

1/(X>-^Y>-4-Z^) 


cos/3 


Y 

l/^(X'-^Y^-+-Z’) ’ 


cosy 


Z 

l/^(X»-*-Y>-t-Z’) ■ 


Ora questi sono i coseni degli angoli che la risultante delle 
tre forze X, Y, Z fa coi Ire assi, quindi la risultante delle 
forze applicate ad un punto qualunque della superficie di 
livello è normale alla superficie in questo punto. 

24. Altra praprietà delle anperllcle <U livello. Nel 
caso della natura il trinomio Xdx-^-Ydy-t-Zdz è nu diffe- 
renziale esatto, dunque dall’equazione dp = ^(Xdx Ydy 

-t-Zdz) ossia dalla — =Xdr-t-Ydy-*-Zdz si ricava che — 
? ? 
deve essere un differenziale esatto; perciò q deve essere una 
funzione di p : ma una funzione tale che fatto p = 0 non 
riesca la q zero , perchè la densità non può essere nulla , 
quindi q è funzione tale di p che se p=0 riesca costante. 

Abbiamo detto che il livello del fluido in quiete è la 
superficie dove la pressione è zero , o costante : dunque 
nella superficie di livello per ciò che testé si è detto la 
q è costante : ma y è funzione delle x, y, x dunque q — 
costante è l'equazione delle superficie di livello , e la sua 
equazione differenziale sarà 


CI = ■ 

Si dica r il raggio vettore condotto dal punto, (x, y, s) 
al punto (x dx, y dy, ed a, /3, y siano gli 

angoli che esso fa cogli assi ortogonali, avremo dx=rcosa, 
dy=rcos/3, dz=rcosy, l’equazione (1) diverrà 


cosa- 4 - ^ cos^-t- ^ co.s7=0 
dx dy ds 


DIgitized 


e sarà 


(2) d,= cos«- ^ C0S/3-- cosy) . 

Il raggio vettore r sarà normale alla superOcic (1) quando 
(NoU § 23) 



nel qual caso sarà 

Ora si dimostra che questo valore di dq è il più grande 
di quelli che si hanno dall’equazione (2) quando vi si so- 
stituiscono per a , /S , y dei valori proprj a verificare le 
condizioni (ó). 

Infatti abbiamo generalmente 



dove il 
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cos«-t- ^ cos/5-t- ^ cosy) < 

'dx di '/ 

(£MSkÉ)’ 

(6) ossia cos«-^- ^ cos/3-<- ^cos 7 ^< 

Ora il primo membro di questa disuguaglianza é il 
valore di d^r nella formola (2) ; il secondo è il valore di àq 
nella formola (4) ; dunque 1’ aumento o decremento della 
densità , è massimo quando si prende sulla direzione r 
che riesca normale alla superGcic di livello qz=s costante : 
ma alla superficie di livello è normale la risultante 
delle forze X , Y , Z , dunque se si passa ad un punto 
della superficie di livello da un punto infinitamente pros- 
simo allora riuscirà l’aumento o decremento massimo delle 
densità, quando si faccia questo passaggio secondo la risul- 
tante delle forze applicate al detto punto della superficie di 
livello. 

L’inuguaglianza (6) non ha luogo so nell’ equazione (5) 
si avesse ■ , 

da do do do 

-r cosv— ^ cosa=0, cosa cos 7 = 0 , 

dy d* ' di dx 

^ cos/S — ^cosa=0 

dx dy 

ma questo sono le condizioni (3), dunque le dq d’una di- 
rezione qualunque r sarà divenuta la dy per la direzione 
normale alla superficie di livello. 
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25. Sapersele di livello qaando le forze oono di- 
rette ad uo centro. Se un fluido è animato da forze che 
partono da un centro come accade nella terra, la sua su- 
perficie di livello sarà una superficie sferica concentrica al 
centro d'attrazione. Imperocché a detta superficie sono nor- 
mali tutte le rette o forze condotte dal punto d’attrazione. 

Si può ciò facilmente vedere anche col calcolo. Perciò 
supponiamo che l’origine delle coordinate sia al centro at- 
traente, che r sia la retta che dal centro va al punto x , 
y, z della superficie di livello, e che R sia la risultante 
delle forze X, Y, Z applicate a questo punto avremo 



nelle quali si é posto il segno negativo perché le forze X, 
Y , Z nella equazione di livello tendono ad aumentare le 
coordinale, mentre nel caso nostro le componenti di R di- 
rette alla origine delle coordinate tendono a diminuirle. 


X y z 

E evidente che — , — , — sono i 
r r r 


coseni degli angoli che R 


fa coi tre assi o colle tre sue comjKincnti X, Y, Z. Sosti- 
tuendo le quantità antecedenti nella equazione diiTerenziale 
del livello Xdx-<- Ydy-i-Zdz = 0 e togliendo il fattore co- 


mune avremo xdx -t- ydy ;d:=0 ed integrando x* 

C’ ove C’ è la costante arbitraria in cui si in- 
tende incluso il moltiplicatore 2 che dovrebbe essere divi- 
sore del primo membro. Ora x'-+-y’-t-s“ é il quadrato della 
distanza di un punto qualunque della superficie di livello 
dalla origino delle coordinate, o dal centro attraente ; es- 
sendo costante questa distanza, la superficie è sferica. 

26. La superficie pertanto di livello dell’acqua stagnante 
è superfìcie sferica, ed un arco di circolo massimo su que- 
sta superficie sarà linea di livello. 
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27. SaperOcie e linea di IItcIIo nell' acqua ato- 
gnante. ,Se perù si consideri una quantità di acqua sta- 
gnante qual può essere in uno dei nostri recipienti, si può 
senza errore sensibile supporre piana la superficie di li- 
vello, e perciò retta la linea di livello, figure ambedue tan- 
genti alla superficie terrestre. 

Se però si traguardasse ad un punto 'distante secondo 
questo piano o linea di livello, il piano e la linea cosi es- 
tesi ci darebbero il cosi detto piano o linea di folto li- 
vello-, quindi linea di falso livello è il prolungamento della 
retta di vero livello. Questa sempre va a punti sollevati 
sopra la linea di livello vero che ò l'arco del circolo mas- 
simo concentrico colla superficie terrestre cui la linea di 
falso livello è tangente. Quindi se alla estremità di que- 
sta linea di falso livello si ponga un’asta verticale, questa 
prolungata neU’interno della terra passerà pel suo centro, 
e andando alla parte opposta formerà una secante unita 
colla tangente che è la linea di falso livello, e la porzione 
di questa secante compresa fra il suolo e l’intersezione colla 
tangente o linea di falso livello , esprimerà di quanto il 
punto estremo di questa retta si troverà al disopra della 
linea di vero livello. 


CAPO IV. 

Della Livellazione. 

28. ftl deOnisce la llTellaalaac. Livellare vuol dirq 
riferire i diversi punti dello spazio alla superficie o linea 
di livello per determinare la loro posizione rispettiva ver- 
ticale, o la posizione verticale sópra la superficie o linea 
di livello. Gli istromenti che servono a ciò si chiamano 
Livelli. 

Nel trattare della livellazione diremo prima dei livelli ; 
secondo del metodo di livellare -, terzo del modo di disc- 
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gnarc la livellazione ; quarto delle correzioni da farsi nella 
livellazione. 

I principali livelli sono i così detti a pelo d’acqua , ed 
a bolla d’aria. 

29. Llvell* m pel* dt'ae^na. Il Livello a pelo d’acqua 
è un sifone di vetro ripiegato in due angoli retti nel quale 
vi è un fluido colorato che si solleva nei due tubi i 
cui assi fanno angolo retto coll’ asse del tubo interposto. 
Questo sifone sostenuto nel tubo traverso da un cavallette 
può avere i due moti orizzontale e verticale. In questo 
strumento si traguarda rasente le superficie del fluido co- 
lorato in quiete dentro i due tubi elevati, e guardando verso 
un punto a distanza questo si trova in linea di livello. 

30. Livello a Isolla d’ aria» Il livello a bolla d’ aria 
è un tubo di vetro pieno di alcool, meno una piccola quan- 
tità d’aria lasciata. Questo tubo si conforma in arco cir- 
colare , talché fatta una sezione verticale e longitudi- 
nale si scopre questo arco di cerchio , di cui la corda 
sarà r asse del tubo. Si procura che quest’arco di circolo 
sia della minima curvatura possibile o appartenga al piu 
gran raggio per lo scopo che or ora diremo. 

Si fanno due segni ad equidistanza dal punto medio del- 
l’arco che siano limili della estensione della bolla d’ aria , 
ed è evidente che allora questo punto è culminante, o che 
la corda é orizzontale quando la bolla d’aria si trovi fra 
i due segni. Infatti solo quando la corda é orizzontale 
le due pressioni laterali sono uguali, e perciò la bolla d’aria 
sarà in quiete in mezzo all’alcool. Si vuole poi che l’arco 
di circolo sia della minima curvatura possibile , perchè 
il minimo angolo di deviazione dalla verticale del raggio 
che passa per quel punto culminante è mostrato da un arco 
di circolo tanto maggiore quanto è più piccola la sua cur- 
vatura. 



\ 


31. C«afroiit« del dae livelli. Questo livello olire la 
sua grande sensibililà può essere munito di un Telescopio^ 
il quale gii deve essere adattato cosi che il suo asse sia 
parallelo alla corda dell’arco di circolo di cui abbiamo par- 
lalo, perché I' orizzontalità di questa corda avendo luogo 
quando la bolla d’aria é tra i due segni, essa porterà con 
se rorizzontalilà dell’asse del Telescopio. 

32 9nnl aia II oilcllare livello. È facile il vedere 
che il livello conformato a cilindro è il piò sensibile. 
Egli è vero che per questa grande sensibilità la bolla 
d’aria nel livello a cilindro facilmente si distoglie dalla 
sua situazione media , chè , posto lo strumento anche 
sù terreno sodo , la bolla si muove se da nna parte si 
muova nno de’ circostanti : ma ciò (àrehlw ostacolo su si 
proseguisse a collimare colla biffa , per la quale si ri- 
chiede un tempo pel collocamento; ora però si usa di legge- 
re col cannocchiale l’altezza del punto nella staggia graduata, 
detta perciò parlante, quindi al momento che la bolla é nella 
situazione media si nota coi cannocchiale la detta altezza. 

33. Staggia parlaatc, e Te1oHicti>a. La sUggia par- 
lante è un’asta piana di legno, della lunghezza' di metri 4.35, 
e larga 0.'"0C divisa in metri , centimetri , c doppi milli- 
metri contrascgnala con nnmeri ad ogni decimetro, e scritta 
a rovescio , che si rettifica col cannocchiale pel quale si 
vede a rovescio. Il cannocchiale mostra I' oggetto a rove- 
scio perchè è inutile il vederlo diritto, e perchè si vede 
piu chiaro, contribuendo a ciò la mancanza di altra lente 
che ne raddrizzi l'immagine. La staggia si pone verticale 
per mezzo d’ un filo a piombo. Dalla parte dell’ oculare 
nel cannocchiale v'é un reticolo^ che è un lelarino circolare 
dove sono tesi due fili di ragno, che sono due diametri l’uno 
orizzontale, e l’iillro verticale. Oltre a questi vi sono due al- 
tri fili paralleli ed equidistanti dal filo orizzontale, o distanti 
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fra loro cosi che le due visuali che radono questi fìli nei 
due punti di loro intersezione col iilo verticale alla di- 
stanza di 100 metri intercettino un metro nella staggia 
parlante verticale. 

Col cannocchiale conformato così si può avere 1’ altezza 
del punto collimato , e la distanza orizzontale dal punto 
ove si trova chi collima. Questo strumento si chiama Te- 
lometro. 

34. CICTaalone del punti e loro diatanae avute 
col telometre. L' altezza del puuto collimato si trova 
leggendo nella staggia I’ altezza del punto veduto in essa 
alla intersezione dei due fili diametri o sul diametro oriz- 
zontale. La distanza poi si ha moltiplicando 100 metri per 
la misura compresa sulla staggia dai due fili orizzontali 
paralleli al filo diametro. 



Infatti nella figura AmBn è il reticolo del cannocchiale, 
nel quale i due diametri sono rappresentati da AB ed rs, 
ed i dne fili paralleli sono mn , io. Sia in 0 l'occhio che 
traguarda a traverso dei due punti b , d intersezioni dei 
due fili orizzontali col verticale o radendo questi fili, e che 
sulla staggia CF comprende CK misura d'un metro alla di- 
stanza TF di 100 metri dal collimatore. Egli è evidente che se 
le due visuali OC, OE in una altra staggia MI* comprendono 
la misura MN in metri che dirò u, sarà la distanza TP=TF. 
a= lOO"' a, Infatti per i triangoli simili OEC, OMN ab- 
biamo TF: CE=TF: MN, ossia lOO-: 1"’=T1«: a 
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Ciò suppone che il terreno sia pressoché orizzontale, nel 
qual caso la staggia é tenuta verticale c normale al terreno, 
tanto per trovare l’altezza ehe la distanza del punto. Ma se si 
fosse in una discesa o in una salita c per trovare la di- 
stanza si tenesse la staggia verticale cesserebbe di essere 
normale al terreno, sulla quale condizione è la base della 
formola 100. a per trovare col telometro le distanze dei 
diversi punti: quindi si procurerà che la staggia sia nor- 
male al terreno. La condizione poi che l’asse del Telesco- 
pio sia parallelo al terreno deve essere soddisfatta da chi 
livella. 

35. Metodo di livellazione. Sia ora da livellare fra 
due punti per ravvisare la loro posizione rispettiva verti- 
cale , c questi punti siano A , e B. In primo luogo collo 
strumento collocalo in A guardando B col metodo an- 
tecedente (34) potrò conoscere la distanza di questi punti. 
Posto poi il telometro fra A, e B, collimando verso A trovo 
alla staggia l’altezza, collimo inoltre verso B e trovo l’altezza, 
quindi dall'altezza collimando verso B tolgo l’altezza colli- 
mando verso A, se il risultato sarà positivo , questa diflc- 
renza mi esprimerà l’elovaziono del piede della staggia in 
A sopra il piede della staggia in B. 

Infatti sia AD la prima 
altezza , c BE la seconda , 
la diflcrenza fra BE, c DA 
ossia BC darà relevazionc di 
A sopra B. Sia ora da livel- 
larsi iiu lungo aiidainento 
fra A, c B. 

Esprimano a , i , c i punti iiilerposli nei quali si porrà 
successivamente la staggia , ondo si abbiano le cosi dette 
battute fra A, o ; fra a, A ; fra ò , c ; e fra c , B. Prima- 
mente si collochi il telemetro in A, perché guardando alla 
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stugfóa in a si possa conoscere la disianza di i|ucsli due 
punti. Si porti poi lo strumento tra A, a e collimando verso 
A si noti r altezza , e lo stesso si faccia collimando verso 
a. Si faccia il medesimo per la battuta tra a , b , e poi 
per la battuta fra b, e, e finalmente per la battuta fra e, 
B. Potremo dopo ciò fare una nota divisa in colonne. Nella 
prima si collocheranno le lettere indicanti l’estremiti delle 
battute ; nella seconda le lunghezze delle dette battute ; 
nella terza le altezze collimando all'estremo A; nella quarta 
le altezze collimando verso B; nell’ultima le differenze delle 
altezze collimando alle estremità di ciascuna battuta: que- 
ste potranno essere in ciascuna battuta i residui del sot- 
trarre dalle altezze collimaado verso B l’altezze collimando 
verso A : i risultamentì positivi mi daranno di quanto il 
punto A e al disopra di a; di quanto a è sopra di i , c 
cosi di seguito : il residuo negativo mi darà ai contrario 
di quanto per esempio A é al disotto di a. 

Se poi si vorrà l’elevazione del primo punto A sii l’ul- 
lìmo B , dalie somme di tutte le altezze collimando verso 
B sottrarrò la somma di tutte le altezze collimando verso 
A ed il risultamcnto se positivo mi darà di quanto A é 
elevato sopra B, ed il negativo mi darà l’inverso. 

36. Placca* delle livrellaaleal» Se poi vorrò disegnare 
l’andamento dei punti dovrò disegnare le distanze dei punti 
da una comune orizzontale. Questa potrà essere o nell'alto 
o nel basso. 



superiore, che suol farsi di 


Siano le battute fraF,H;fraH,I; 
fra I,L; fra L, N. Sia AE l’oriz- 
zontale superiore, e la XS l’in- 
feriore. Per i ponti F,H,i,L,Nsi 
conducano le verticali XA, PB, 
QC,KD,SE.Sifìssi ladislanzaFA 
del primo punto dall’orizzontale 
10 metri. Dalla livellazione si 
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hanno i valori delle distanze orizzontali delle battute cioè 
AB, BC, CD, DE; si hanno le differenze delle altezze nelle 
singole battute, e queste sono HC, IK, IO, ML, c queste si 
hanno col sottrarre dall’ elevazioni progredendo verso N o 
dalle cosi dette elevazioni in avanti, l'elcvazioni collimando 
verso F, o l'elevaxioni indietro. Ora si vede che per avere 
la distanza d’ogni punto che si trova all'estremità della sua 
battuta dalla orizzontale al di sopra, bisogna aggiungere la 
differenza positiva di altezza trovata in questa battuta alla 
distanza del punto antecendente dall’ orizzontale ; e se la 
differenza sia riuscita negativa queste si deve togliere dalla 
dotta distanza. Dalla figura si vede che tutto il contrario si 
deve fare se l’orizzonlalc è sottoposta, cioè sì deve togliere 
la differenza positiva, od aggiungere la negativa resa posi- 
tiva alla distanza del punto antecedente dalla orizzontale 
sottoposta. Tutto ciò si vede in figura. 

Per disegnare tutto questo sì farà colla scala di unità 
stabilita, che suol essere il metro. 

37. CorrezfAnidellalIvellaaioae. Triplice è la corre- 
zione da farsi nella livellazione : la prima per la sfericità 
della terra; la seconda per difetto dello strumento; la terza 
per la rifrazione della luce. 

38. Correzione della livellazione a canoa della 
arerleltà della terra. 

Abbiamo veduto di sopra (27), che la livellazione ci da la 
linea di falso livello ; e che il punto segnato dalla visuale 
nella staggia è più alto del punto di vero livello della parto 
esteriore d’una secante al meridiano terrestre , mcnirechè 
la battuta della livellazione o la retta di falso livello è 
tangente al detto meridiano nel punto ove è il collimatore; 
dunque l’abbassamento che si deve dare al punto collimato 
onde sia punto di vero livello è uguale al quadralo della 
battuta diviso per la secante, che é teorema di geometria. 
Ora questa secante è il diametro della terra più la sua 
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parto oslorna ; ma questa sì può trascurare rispetto il detto 
diametro, dunque la correzione di sfericità o la diminu- 
ottzione dell* altezza collimaU é aguale al quadrato della 
battuta diviso pel diametro terrestre. Sia c la correzione, 


a la battuta, d il diametro, avremo c = ^ . 

d 


39. Correslone Mcnauadcl vizio dello utranieiita. 

Nel reticolo del telomelro quando il Rio diametro orizzontale 
lo sia veramente sono orizzontali i fili paralleli, c verticale 
l’altro filo diametro. Per vcrincarc il primo filo si collima ad 
oggetti che siano tagliati in dati punti dal detto filo. Faccia- 
mo subire un movimento al cannocchiale cosicché le e- 
stremìtà dei diametri percorrano mezza circonferenza , il 
filo diametro orizzontale se lo sia dovrà segare i detti og- 
getti nei punti stessi antecedenti; se ciò non avvenga colle 
viti si fa si , che il detto filo tagli gli oggetti nei detti 
punti. 

40. Currezione per la rifrazione della Inee. A causa 
della rifrazione della luce a distanza considerabile l’oggetto si 
vede più elevato del vero; quindi la visuale nella staggia a co- 
tal distanza mi fissa un punto più basso di quello che veggo 
collimando , o più basso della linea di falso livello : per- 
ché la luce che viene da quel pnnto della staggia descri- 
vendo una curva al di sopra convessa ricevo l’impressione 
della vista secondo l’ultimo latcrcolo infinitesimo della curva 
o secondo la tangente, e secondo questa tangente è la linea 
di falso livello che va al disopra del detto punto della staggia: 
quindi la rifrazione produce un effetto contrario a quello 
della sfericità della terra. Moltiplici esperienze hanno fatto 
stabilire agli idraulici, che la correzione è un settimo della 
correzione di sfericità: quindi dall’altezza notata nella staggia 
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SI deve togliere — e gli si deve aggiungere — ; ossia, nu- 
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ncndo le due correzioai gli si deve togliere solamente 


6o’ 

“7d 


41. LlTellazIene reciproca. Un mezzo che ha potato 
servire per scoprire il difetto della rifrazione, e la corre- 
zione è la cosi detta livellasione reciproca, che serve an- 
che per vedere se il cannocchiale ha vizio di elevare, od 
abbassare la visuale del punto collimalo. Segni dunque il 
telescopio d'asse orizzontale un punto distante A mentre 
nel luogo ove mi trovo segna un punto vicino B; portato 
lo strumento in vicinanza di A si guardi A; voltato poi verso 
B se fosse esatto mi dovrebbe far vedere lo stesso B ; ma 
avendo vizio di darmi un punto più elevato del vero mi darà 
un pianto C doppiamente più elevato del vero c ciò perché si 
parte da un punto più elevato , e lo strumento da so da 
un punto più alto. Si divida dunque nella verticale dei due 
punti B, C l'intervallo BC in mezzo, e col moto delle viti 
dello strumento si riduca esso a farmi vedere nel centro del 
reticolo quel punto medio. 

Se la detta correzione si fà per una distanza non molto 
graude non vi può aver luogo l'effetto della rifrazione: quindi 
lo strumento si può avere esatto senza influenza della re- 
frazione. Se dunque usato esso a collimare a punti di gran 
distanza colla livellazione reciproca si conosca collimarsi 
ad un punto più basso, si deve ciò ripetere dalla refrazione 
dell'aria , e raccogliendo da più osservazioni gli abbassa- 
menti , e sommandoli , e dividendo la somma pel numero 
delle osservazioni si può avere la formula degli abbassa- 
menti generalmente prodotti dalla rifrazione , e quindi si 
può aggiustarla colla correzione di sfericità, come si é fatto. 


l 
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CAPO V. 

Delle preisioiii nei liquidi omogenei. 

\ì. Valere della i^reaalane prodotta dal luidl omo- ^ 

(enei pesanti» Determiniamo le pressioni ad ogni |iuiiln 
di un fluido pesante omogeneo in quiete. 

Per ciò si prenda la formula d/)=y(Xdj Ydy -t- Zdi), 
nella quale X , Y sono forze orizzontali , e Z è forza ver- ^ 

ticale tendente al basso : dunque nel fluido pesante le due 
prime saranno zero e la terza sarà la gravità. Se questa 

si dica uno avremo ip-=qAz. Essendo il fluido omogeneo N 

o di costante densità si potrà fare ;=1, e quindi d^=dz, 
e p=z-t-C. La z é la distanza dal livello, dunque portando 
l'integrale avuto a questo luogo, la z sarà zero e la /> la 
pressione al livello, che quantunque nel nostro caso sia la 
pressione atmosferica questa non produce effetto idrostatico e 
perciò si può porre ;>=0; dunque C=0, e p=z.Da ciò si rica- 
va che la pressione ad un punto qualunque del liquido omoge- 
neo in quiete è uguale alla distanza di questo punto dal livello. 

Non si deve però confondere l’ intensità della pressione 
colla sua direzione, perché la distanza dal livello dà l'in- 
tensità della pressione, ma poi questa pressione deve espri- 
mersi con una linea normale alla superficie intìnilesima 
nel punto in proposito. Da ciò poi che si è detto della 
pressione (proem. 8) si ricava, che questa distanza dal li- 
vello è l'altezza del prisma di acqua distillata di base uno 
che col suo peso produrrebbe questa pressione. 

43. Formoln della prensione contro la parete d'nn 
recipiente di dcara solido di rivolnxlone. Dopo di 
ciò possiamo dare la formola per le pressioni contro una su- 
perficie. Faremo perciò due casi: il primo domanderà la for- 
mola della pressione contro unpiano circoscritto da linea della 
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quale si possa avere rcquazione: l'altro domanderà la for- 
mola per la pressione dui fluido contro la superGcie interna 
di un recipiente, la quale superGcie sia di rivoluzione. 

Cominciamo da questo. Sia la superGcie generata dà una 
curva di data equazione, della quale si consideri una parte 
di grandezza s e di coordinate alla sua estremità x,y. Nella det- 
ta superGcie si consideri un cilindro di raggio y, o di altezza 
ds; la superGcie di questo cilindro sarà 2rryds, dove la n espri- 
me la circonferenza di diametro uno. Si supponga, che il 
livello del fluido dentro la dotta superGcie disti dalla ori- 
gine delle ascisse di a, è evidente che la distanza dei punti 
della superGcie 2;ryds del cilindro dal livello sarà x — a 
dunque tutti questi punti risentiranno la pressione 
e perciò la totale pressione contro la detta superGcie sarà 
2n{x — a)yds , e la pressione totale contro la superGcie del 
recipiente compresa fra i limiti à ed a sarà 

^ yds=2ar 

Per applicazione si voglia la pressione contro la superGcie 
di un cono retto di altezza à. Nel nostro caso l'equaziooe 
della liuea generante la superGcie sia y=mx. Dal calcolo 
differenziale abbiamo d» = i/(dj;' -i- dy“), nel nostro caso 
dy=mdx, dunque ds=da:t/^(l-*-w^), quindi 


2n' J' ajyd*=2RmJ/^ a^o:dx 

-t- — axdx^ 

Se il recipiente sia pieno Guo al vertice sarà a=0 c per- 
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ciò la pressione sarà 

2 2 

— ;:ct 1/ (l-t-m’)i’ = — ntnb \/ (h'^-*-m-b^)b. 

U «J 

Ora mb e uguale al raggio r della base, e ò 

la gcncralrice d della supcrGcie del cono dunque 

2 2 d 2 

- imb{/' (b^-i-m^b^)b= - nrdé=2nr x • x b 

O O A o 


cioè è uguale alla superficie del recipiente moltiplicala per 
2 2 

— della sua altezza : ma a — della altezza del cono si trova 
3 3 

il centro di gravità della sua superficie; dunque se s’im- 
magina un piano di superficie uguale alla superficie del 
cono e questo si supponga posto orizzontalmente al centro 
di gravità della superficie sarà premuto come la superficie 

2 

stessa. Il poso di lutto il fluido dentro il cono è — trr’6. Se 

o 


si confronta col valore antecedente — nrdb si vedrà che que- 

t5 


sto é maggiore di quello, perche d^r; quindi, avvegnacliò < 
la pressione contro la superficie del recipiente non sia pro- 
dotta che dal peso del fluido, pure è maggiore di questo. 

Nella sfera y’=2rx— x’, e d*= dunque 




e se la sfera è piena la pressione sarà 4rrr* questo valore 
è triplo della solidità della sfera o del peso del fluido che la 
riempie. Inoltre la detta pressione equivalendo a 4rtr'.r. ci mo- 
stra, che se al centro del circolo si fa passare un piano quattro 
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volle la superfìcie del circolo massimo o uguale alla su- 
perfìcie della sfera, e che sia orizzonlale, questo è premuto 
come la sfera. 

HaBlera (encrale di valatare la rreaalooe 
contro una anpcricle. Quel che abbiamo veduto in que- 
sti due casi particolari si può dimostrare generalmente; cioè 
che la pressione contro una superfìcie qualunque equivale 
alla pressione contro un piano uguale a questa superficie 
e collocato orizzontalmente al centro di gravità di essa. Sìa 
ds un elemento qualunque della superficie premuta, c z fa 
sua distanza dal livello. Prendendo questo livello per piano 

de’ momenti /zds sarà la somma de’ inorocnti, ed — 

sarà la distanza Z dal fivcilo del centro di gravità della 
intera superfìcie s. Avremo dunque »l=fxis. Sì consideri 
ora l'equazione moltiplicata per le unità superficie, densità, 
e gravità, in tal caso x sarà la pressione sopra ds e perciò 
fxd$ sarà la pressione totale sopra la data superficie $} que- 
sta è uguale a sZ, cioè alla superfìcie proposta moltiplicata 
per la pressione Z: dunque se t sia un piano collocato oriz- 
zontalmente al centro di gravità, sZ esprimerà la pressione 
che questo piano risente, dunque é dimostrato il teorema. 

d.5. Da ciò si vede che la pressione in una superfìcie 
si mantiene la stessa comunque essa sì muova, purché man- 
tenga la stessa distanza del suo centro di gravità dal livello. 

46. àpplie«xlone dei metodo antecedente. Sia il 
cilindro AEFB, inclinato alla verticale e pieno di fluido fino 



al livello AB, si domanda la 
pressione che esercita questo 
fluido contro la base. Sia r il 
raggio del cilindro, a l’angolo 
r.BF che la direttrice del ci- 


lindro fa colla verticale, ed u sia il volume del fluido. Per 
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trovare la ricercata prensione contro il circolo della base 
basterà trovare la distanza HI del centro di questo circolo, 
suo centro di gravità, dal livello AD. Si consideri la se- 
zione BG parallela alla base, e si voglia il volume della 
parte di cilindro AGB, questo è evidentemente la metà del 
cilindro di base BG, c di altezza AG : ora questo ha per 
volume 2nr' AG: ma essendo ABG=a sarà AG-=2rtanga , 
dunque il volume di AGB sarà 2nr^tanga , che si potrà 
prendere anche per il tolurae del fluido eoutcnnto in ABG. 
Il volume del fluido contenuto in GBFE è 2rrr' BF. l'er 
ripolesi la totalità del fluido é a, dunque 


e perciò BF = 


2tr r ’ ta n ga-+-2;tr ’B F=o 
a — 2nr’tanga 




. Si prolunghi il diametro 


EF fino all’ incontro del livello in D, avvertendo che l'an- 
golo FBD è complemento di a, avremo 


FD=BFcot. 


a— 27rr*tnnga ocota 

cot.a= r 

2;tr> 


quindi 11D= 


aeota. 

“2nr^ 


Nel triangolo rettangolo IHI) ove 


FBD -a, IH=HDsena— 


acosa 


Dopo ciò la pressione contro la base sarà 2;rr^HI=acosa. 
Per conoscere che cosa voglia esprimere questo risultamento 
che ci dice essere la pressione uguale al volume dell' ac- 
qua moltiplicato nel coseno della inclinazione del cilindro 
alla verticale, si rifletta, che il risultamento essendo pres- 
sione deve avere per moltiplicatore la gravità , dunque 
in questo risultamento avremo il fattore gravità molti- 
plicalo nel coseno di a: la gravità agisce secondo BC , 
dunque avremo la componente della gravità secondo BF 


— gì — 

cioè normale alla base del cilindro, dunque il risullamenlo ci 
dice che la pressione contro la base è prodotta dalla com- 
ponente normale alla base, del peso del fluido ciò che deve 
essere. 

Se per un piano immerso in un fluido non si volesse fare 
uso del teorema antecedente si può stabilire la formola 
per trovare la pressione che esso risente, che era la prima 
domanda al principio del capo. 

47. Vormoln per la preaslone cantra nn plana 
lianicrao terminata da linea di data equazione. 
Sia un piano limitato da una curva della quale si possa 
avere l’equazione rispetto l'asse delle x, cui sia simme- 
trica, ed m il seno dell'angolo di quest’asse culla sua pro- 
iezione nel piano di livello. Si supponga l' asse delle 
X prolungato al livello e sia r la porzione di questa 
retta compresa fra il livello ed il vertice della curva. Ad 
una assisa x sia condotta una ordinata orizzontale y e sia 
n il seno dell'angolo, che le ordinate fanno coM’assissa. Il 
dilTereiiziale di superficie sarà 2n^dx. Dall'estremo delle x 
si conduca al livello una verticale z, che esprimerà la pres- 
sione a tutti i punti della orizzontale 2y, e quindi la pres- 
sione a tutti i punti deU’area 'Inydx: dunque la pressione 
totale di questa supcrficicula sarà 2nyzdx. Ora la z è il 
cateto di un triangolo rettangolo di cui x-t-r è l'ipotcnusa 
c l’angolo incontro a z ha per seno rn dunque z—m(x-4-r), 
perciò l’antecedente pressione sarà 2mny(x-t-r)dx, c la to- 
tale pressione domandata sarà 2mn /y(x--t-r)dx. Se il piano 
sia a fior d' acqua sarà r=0 e la formola della pressione 
sarà 2tnn/yxdx; se finalmente il p*iano sarà verticale, e 
verticale l'asse delle ascisse nel qual caso le ordinate sa- 
ranno normali al detto asse delle ascisse, avremo m=n=l, 
e la formola della pressione sarà 
/y(x-v-r)dx. 

Terminiamoconalcuneapplicaziouiallatcoriadclle pressioni. 


\ 
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— es- 
si ha una mezza sfera chiusa da un piano ed esattamente 
riempita di fluido, trovare la sua posizione onde risulti una 
pressione massima contro il recipiente. 

Sia r il raggio della sfera , e 9 l'angolo che I’ asse del 
vaso fa colla verticale. La superfìcie del coperchio è nr% 
la dbtanza verticale del centro di questo circolo dal punto 
più elevato del liquido è rsen$: dunque la pressione contro 
il coperchio é nr^senO, ritenendo che la gravità, e la densità 
siano 1. La superfìcie curva del recipiente 6 27rr% la distanza 
verticale del suo centro di gravità dal ponto più elevato del 


f 

fluidoòrscn$-<-— cosd: dunque la pressione contro la detta 


su- 


perfìcie è 2«r*sen5 nr^cos9 , e la pressione totale sarà 
Rr’(3seii9 cosS). Assoggettata questa alla condizione del 
ma.ssimo darà $=arc. tang. (=3). 

l/na mezza sfera piena di liquido si tien ferma contro un 
piano verticale, che chiude esattamente l’apertura, perché è ap- 
poggiata nella parte convessa contro un piano inclinato che 
sega il primo piano in una retta orizzontale. Si domanda 
quale é la pressione esercitata sopra il vaso da ciascun piano 
in caso (T equilibrio , e quale i il più grande angolo che 
l’equilibrio permette di fare ai due piani. 

Sia r il raggio della sfera, uno ladensitàdel fluido,» l’angolo 
dei due piani, S la pressione del piano verticale contro il con- 
torno del vaso , R la pressione del piano inclinato , P la 
pressione risultante del liquido sulla mezza sfera , 9 l’an- 
golo di questa forza colla verticale. Le tre forze S, R, P 
debbono equilibrarsi. Le due ultime passano pel centro 
della sfera, dunque ancora S passa per questo punto. Di più 
queste forze sono in un piano verticale; dunque la condizione 
d'equilibrio si riduce a questo che siano parzialmente zero le 
somme delle loro componenti orizzontali, e verticali: quindi 
sarà S-<-Pseii5— Rcos«, PcosS— Rscii». Ora P è il |H)so del 


I 


liquido, che, supponendo!. la gravità, è — nr’; PscnS è la 

pressione contro il piano verticale cioè nqr^. Sostituendo 
questi valori neH'equazioni antecedenti avremo 

R= ^ ffr*cosec. a, S= ^ Tir’ (cot. oc— 4 ) 
o d \ a' 


valori cercati. 

La pressione S non potendo essere negativa , ne sieguc 
che il più grande angolo oc permesso daH'equilibrio è quello 

che fa zero S, cioè a=arc.tang. 

Si versa lentamente un liquido in un vaso cilindrico posato 
sii d’un piano inclinato , e si suppone che il cilindro aòbia 
un peso trascurabile , e che non possa strisciare nel piano. 
Con questo versamento il vaso si rovescerà. Si domanda qual 
quantità di liquido si deve versare per aver questo rovescia- 
mento. 

Sia r il raggio del cilindro, ed a. la tangente dell’angolo 
d'inclinazione del piano sull’ orizzonte ; il volume del li- 
quido che produrrà il rovesciamento del vaso sarà 



oc 


Un cono di rivoluzione SAA' aperto nella sua base e pie- 
no di liquido s’j'nclina d'un dato angolo all'orizzontale. Quale 
è la parte del liquido che si versa , e quale è la pressione 
che il liquido restante esercita sulla parete del vaso ? 



I 
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Sia a l’angolo della generatrice della superficie cull'assc, 


r il raggio della base, e /3 l'inclina- 
zione dell’ asse sull’ orizzonte. Il vo- 
lume dell’ acqua scolata ò il volume 
della parte di cono ABA''A' al di so- 
pra della sezione orizzontale ABA". 

Il volume totale del cono è -x Jtr^cot. a. Il volume del co- 

<5 



no obliquo ASA" è il prodotto dell’area dell’ellisse ABA” 
nel terzo dell’altezza AH. Se C é il centro dell’ ellisse , c 
CA, CB i due semiassi , sarà il volume V di questo cono 

V=4aH. rrCA.CB. 


Ora 

AH=SAsen(,S— a) 


rsen (fi— a) 
sena 


c*= • **■' = 

‘2 8en(p-<-a) 


Ber calcolare CB rappresenti A"A"' il diametro della se- 
zione normale all’asse del cono, e consideriamo la sezione 
pur normale all'asse condotta per C, cioè parallela alle due 
sezioni di diametri A”A’”, AA’: il punto C dividerà il dia- 
metro di questa sezione in parti che saranno rispettivamente 


4 AA', 4 A” A'" i allora la 

2 2 ’ 


CB, essendo normale a questo 


diametro nel punto C, sarà media proporzionale ai detti seg- 
menti, c quindi 


CB^ 


1 

4 


AA'. A" A 



rA'’A'" 


== 1 rXX" 

2 cosa 


s cn(^-g) 

scn(/3-+-a) 

5 


cosa 
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quindi 

^ seni (/S - et) 

V=-^ nr’cola 

seni ((i-f-a) 


quindi il valore dell'acqua uscita sarà 

^ I seni (fi-a) 

- Ttr’cota ( 1 

I seni (jS-f-a) 


Per calcolare la pressione del liquido contro il cono obli- 
quo prenderemo per elemento della superBcie il triangolo 
infinitesimo compreso fra due generatrici infinitamente pros- 
sime. Sia da questo elemento. La distanza del suo centro 

1 

di gravità dalla supcr6cie di livello del liquido è — AH , 

O 


quindi la pressione su di esso sarà — ^AHds. Questo eie- 

tJ 


mento si può considerare come la baso d’un triedro che ha 
il suo vertice in 0', ove il livello taglia l’asse del cono che 
sarà l'elemento del volume del cono obliquo. L'altezza di 
questo solidetto è SO'senet; quindi il volume avrà per espres- 
1 

sione dV=^— SO'sensids : perciò la pressione contro Tele- 
mento ds sarà espressa da 



sena 


dV=, ^ dV 
sena 


dunque la prc&siotie totale sarà q 


unii V 

sena ’ 


ovvero 
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1 , coiascn^ son? (,? — a) 

3 ^ sen’a sent(j3-+-a) 

Vn euho pifno d'acqua é posto con una delle sue diagonali 
verticale-, dimostrare che la pressione contro le faccie inferiori 
i doppia della pressione contro le faccie superiori. 

Una cateratta verticale é formata di una parte rettangolare 
e di un’altra che è un quadrante unito in maniera che l'al- 
tezza del rettangolo sia il suo raggio r, mentre l'altro raggio 
è orizzontale, e per diritto colla larghezza del rettangolo. La 
cateratta è mobile intorno alla retta d’unione del rettangolo 
col quadrante. Si domanda qual debba essere la larghezza del 
rettangolo, perché trovandosi essa al livello del liquido trat- 
tenuto dalla cateratta, colla massima facilità essa si apra ro- 
tando intorno alla detta retta d'unione. Della x la cercala 

larghezza dovrà essere x= , 

1/2 

CAPO VI. 


Centro di Pressione. 

48. Il solo piano premuto da un fluido è quello cho 
sempre ha una risultante di pressioni ed un punto di ap- 
plicazione di questa risultante che si chiama centro di pres- 
sione. Infatti dovendo essere le pressioni normali agli ele- 
menti di qualunque superfìcie, nel piano riescono parallele 
e tulle dirette per lo stesso verso. Dopo ciò si domanda la 
formola per determinare il centro di pressione in un piano. 

49. Formala pel centro di preaaione. Supponiamo 
che il piano sia limitalo da curva di assegnabile equazione, 
e simmetrica rispetto I asse delle x. Tutto ammetteremo co- 
me nel capo antecedente. Si 6 trovato (§ 47), che la prcs- 
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sioac sulla supcrficieola era espressa da 
2mny (jc -+- d) dx. 

Questa pressione si collochi nel suo centro, cioè sul dx o 
si riferisca come a centro de’ momenti al punto dove x->-d 
nell' estremo superiore si unisce al livello. In tal caso il 
momento della detta pressione sarà 2mny{x-t~d)^Ax , e la 
somma de’momcnti 2mn/y(x-i-(/)^dx; quindi la distanza X del 
centro di pressione dal centro de’ momeiili sarà espressa da 


fy(x->-dydx 
fy{x-t-d) dx 


dove ponderandosi vede che il centro de’ momenti dipende 
dalla inclinazione del piano premuto al piano di livello, 
comecbè non vi sia espresso l'angolo dei due piani. 

50, Se il vertice del piano ò a fior d’acqua sarà d=0 
e perciò 

fy^^Ax 
Jyx Ax 


51, Centra di preaalone di aicnae Bgnre, Si vo- 
glia il centro di pressione del trapezio di cui uno de' suoi 
lati paralleli sia a fior d’acqua. La base superiore sia 2p, 
l’inferiore 2y, ed a la linea che le bisega. 

Sia poi y—mx-i-n l’cquaziono di una delle duo rette la- 
terali. L’equazione (1) diventa 

3mx-i-4n\ 

'imx-vZnJ 

Se l’equazione y = mx n si porta al principio di a c 
poi al termine, dalle due provenienti equazioni ricaveremo 

n—p, w= - — - ; sostituendo questi valori in (2), e facendo 

x — a avremo pel centro di pressione di tutto il trapezio 


V /xMx(mx-4-n) _ X 
fx dx(wix-t-n) 2 


Oigitized 
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2 ^2q->-p' ' 

2 

bì qui si ricava pel parallelogrammo, in cui q —p, X= — **• 

3 

Pel (ciangolo col vertice inalto, per cui /)=0, X= a. 

E pel triangolo col vertice al basso, per cui 7=^0, X= — . 

A 

52. Sia ora un circolo, avremo 


fx^dx |/~(2rj;— 

fxdxl/' (2ra: — x*) 

e prendendo Io ascisse dal centro, per lo che si deve porre 
r — x invece di x, sarà 

X= /(r— x)’dx (r“— X’) : /(r— x)dx (r’— x’). 

Ora 

/ {r— x)’dx|A (r* — x’) 

=r^fdx\/' (r’ — X’) — 2r / xdx\/' (r’ — x’)-*- /x^dxi/ (r’ — x’.]> 

Ma /dxt/‘(r* — x’), o /ydx per tutto il circolo è la sua arca 

1 

«r’. L’integrale di xdxi^(r:’ — x’), è — 'o (•■’ — x*)l, che per 

o 

estenderlo a tutto il circolo si deve portare ai limiti x=r, 
x= — r : cosi facendo quell’integrale si annulla. Finalmente 
colla integrazione per parti trovasi 

1 1 ' 

/x>dxl/ (r’ — x’)= — — x(r’ — x’)l-»- — /dx(r’ — x’)(r* — x*)l 

o o 

Ir* 1 

= — g x(r>— x*)l-t- g /dx 1/ (r*— X*) — -/x’dxl/^(r’— x’) 


e trasportando e dividendo 


4 

per — , Sara 

O 




\ 
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1 

/x’dJl/ (r'— x’)=— — (r>— ^ /ydx, 

ed integrando fra i limiti re — r avremo 

/ ”* x’dxj/ (r’— X’) = -r Jtr^ 

■►r ’ 

dunque 

/(r— x)’dxl/^(r»— x’)= ^ nri. 

Pel denominatore sarà, integrando fra i medesimi limili 
(r— x)dxi/'(r* — x')=r J' '' dxy (r*— x’) 

— xdx[/ (r>— x’)=7tr’, 

dunque 

^ 5 4 J 5 r 

A= -T Jtr» : j:r* = -r r=>r-t- — ; 

4 _4 4 

cioè il centro di pressione dista dal centro del circolo di 

un quarto del raggio. Nel caso del (§ 46) si voglia il cen- 
tro di pressione sul circolo della base. Abbiamo ivi veduto , 

essere ^^7 — ''I® distanza FD , dunque nell’ equazione 

(§ 49) 

X— / y(^-*- d)’dx 
fy{x-i-d} dx 

sarà 

acotee 

d= — — r . (a) 

Computando le ascisse dal centro, e perciò ponendo r — x 
invece di x sarà 
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Fatte le integrazioni, come nel § 52 troveremo 

^ acota 1 Trr^tanga 

4 ;; 


ma nella (a) la ~ — ^ esprime la distanza del centro dalla 
intersezione del diametro prolungato col livello: dunque 


1 RrManga 
4 a 


esprime la disianza del centro di pressione dal centro del 
cìrcolo. Osservando i risultamenti antecedenti, che ci danno 
i centri di pressione nelle diverso figure, si vede che que- 
sto è più basso del centro di graviti. Ciò è generale per 
tutti i centri di pressione. 

53. Il centro di preeeiene è piti baeao del centrn 
di Kravltà. Si consideri infatti un piano terminato co- 
munque e posto orizzontalmente dentro un fluido, e si con- 
duca una rètta che passi pel centro di gravità. In questa 
posizione il centro di gravità sarà eziandio il centro di 
pressione. Infatti il centro di gravità è il centro di forze 
parallelo uguali , dirette nello stesso senso : ora nella dotta 
posizione, le pressioni danno un sistema di forze parallele 
uguali e dirette nello stesso senso. Si supponga ora che 
il piano roti intorno alla retta disegnata, perciò una parte 
del detto piano da un lato della retta si solleverà , e l’al- 
tra si abbasserà. Ora nella parte che si solleva le pressioni 
vanno scemando dalla retta in su, ed in quella che si ab- 
bassa le pressioni vanno crescendo, cominciando dalla retta: 
dunque il centro di pressione, che si trovava sopra la retta, 
s’abbasserà per doppia causa, cioè per la diminuzione dello 
forze superiori, e per raumciito delle inferiori, e quindi si 
farà più basso del centro di gravità. 

54. Altra praprlctà del centro di preaalonc. Uii'nl- 
tra proprietà del centro di pressione relativamente al ceu- 
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Irò di gravila è la sogiutnlc. Sia un piano latto immerso 
in un fluido; dal suo centro di gravità, e dal centro di pres- 
sione si conducano due parallele alla retta d' intersezione 
del piano prolungato col piano di livello; il prodotto delle di- 
stanze della retta intermedia del centro di gravità, dalla retta 
condotta pel centro di pressione, e dalla retta d’intersezione 
col livello resta costante, quando il piano di livello si elevit 
%‘oé quel prodotto é indipendente dalla distanza del vertice 
del piano dal livello. Sia a <|uesla distanza presa sull* asse 
delle X condotto nel piano , ed s la superfìcie del piano ; 
sarà la distanza del centro di graulà del piano dal livello 

presa sulla x prolungata — — . Per la distanza 

del centro di pressione dallo stesso livello avremo 


X'= 


f(a-t-x)'ds a‘‘s-t-'ia f.rds-i- J z’ds 


/(a-t-j) ds 


as-+- f xd* 


i|uìndi la distanza fra le parallele del centro di gravità e 
del centro di pressione sarà 


X'-X= 


a’‘s-*-'iafxds-i- /.r’d* u*-<-_/'.cds 

as-*- fxds s 

s fx^'ds — {fxdsY 


f xds) 

ed il prodotte enunciato dal teorema sarà 
indipendente da a. 

Provare che per l’area d’ una parabola compresa fra la curva, 
l’asse a immerso, e l’ordinata b normale a fior d’acqua; le coor- 

4 5 

dinate del centro di pressione sono y * > ^ • 
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CAI'O VII. 

Tirila prr»tiunr tiri fluidi prsanti eternyrnri. 

55. Niitiirii delle preMlenl e della densità «tei 
■nidi eter*(enel pesanti. Per li fluidi pesanti abbia- 
mo 42 ) dp = ^dz : essendo dp dilTcrcnziale esalto 
deve essere anche tale fdz : dunque o q è funzione di 
z , o di p : nel primo caso sarà ancora p funzione di 
X ; nel secondo caso separando le variabili riuscirà p fun- 
zione di z , e quindi anche q funzione di z : dunque in 
caso d'equilibrio in ogni punto del fluido pesante debbono 
essere la pressione c'Ia densità funzioni della distanza del 
detto punto dal livello ; perciò il fluido in quiete deve 
essere disposto cosi , che sia diviso in strati della stessa 
densità paralleli alla superficie di livello. Quindi se un 
fluido sia mescolanza di diversi fluidi , quando non siano 
uniti per forza di iutensità apprezzabile , si debbono di- 
sporre in strati come si è detto. 

56. Eqnlllbrlo attablle e non «tablle nella me«e«- 
lanza del Saldi. Equilibrio stabile d’un sistema di forze 
è quello che se per qualche azione estrinseca momentanea 
concepisce piccol moto, dopo poche e brevi oscillazioni ri- 
torna al suo stato primitivo : instabile é quello che non vi 
si ripristina. Posto ciò aflincbè l’equilibrio di più fluidi 
composti in strati paralleli al livello sia stabile, si richiede 
che i fluidi di più in più densi siano di più in più bas.«i. 
Si supponga che ciò avvenga, c che nno strato interposto 
4'ra il più denso inferiore ed il meno denso superiore 
concepisca un piccolo movimento , in tal caso una parte 
del detto strato si abbasserà dentro il fluido più denso, e 
da questo sperimentando una pressione maggiore del suo peso 
specifico sarà respinto di nuovo verso il suo posto; l'altra 
parte poi che si solleverà dentro il fluido più leggero, dalla 
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pressione di questo non essendo sostenuto , ricaderà ver- 
so il luogo primitivo. 

Se poi sopra uno strato ve ne fosse un’altro di maggiore den- 
sità, cd al di sotto uno di minor densità, nel moto mini- 
mo*sollevandosì nel primo caso una porzione di fluido nello 
strato superiore più denso, vi sarebbe sostenuto dalla pres- 
sione prevalente al suo peso spcciGco, e la parte ebe en- 
trerebbe nello strato più basso e più leggero, vi rimarreb- 
be , perchè la pressione di questo inferiore alla gravità 
specifica della parte entrala, non varrebbe a risollevarla. 

57. Altezze di livelli In un Caldo deatro un ol- 
foae. Ili un sifone ricurvo in duo bracci sollevati conte- 
nenti due fluidi di diversa densità in equilibrio, l’clovazioni 
dei due livelli sopra un piano orizzontale sono in ragione 
reciproca delle densità dei due fluidi. Siano q, q' le den- 
sità dei due fluidi, cd a , a' le altezze dei loro livelli su 
d’un piano orizzontale. Se si consideri una molecola infini- 
tesima del fluido di densità q nel piano orizzontale, questa 
sarà premuta dall'alto io basso dalla a distanza dal livello 
del fluido di cui è parte, moltiplicata per la densità q : 
e sarà premuta dal basso in alto dalla sua distanza dai 
livello del fluido di densità q' moltiplicata per questa den- 
sità (§ 42) ; ora por l’equilibrio queste due pressioni deb- 
bono essere uguali. Se si dica ds la superficie della mo-- 
lecola saranno aqd», a'q'ds lo dette pressioni; dunque aqd$ 
=aq'di, o qa=q'a: dunque il prodotto della densità nella 
elevazione del livello del fluido sopra il dato piano oriz- 
zontale deve essere costante , c perciò le densità sono in 
ragione inversa delle elevazioni dei due livelli sopra il 
detto piano orizzontale. 

58. Se i duo fluidi sono della stessa densità sarà q=q\ 
c perciò a— a' , cioè nel detto sifone in cui si trova uno 
stesso fluido in equilibrio li due livelli sono ugualmente 
elevati sui comune piano orizzontale. Si avvertirà che in 
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queste due condizioni di equilibrio si prescinde dalla con- 
rortnazioue c dimensione varia o costante delle sezioni del 
tubo. 

59. Applicazlene ad an problema. Sia da risolversi 
il problema. Delle masie uguali di liguidi differenti tono so- 
vrappotte l'una all'altra in tirati orixiontali in un vaso ci- 
lindrico coll’aste verticale. Trovare le relazioni delle presiioni 
che queste differenti masse liquide esercitano tulle pareti del 
vaso. 

Siano qi , qt , q 1 1 7/i le densità dei diversi li- 

quidi comipeiando dal liquido snperiore; a, , a, , «i , . . 
. . . a„ le grossezze degli strati rispettivi, ed r il raggio 
del vaso. Consideriamo lo strato n"**. La pressione pa 
che si esercita alla superficie supcriore di questo strato 
sarà data dalla equazione, dicendo al solito uno la gravità, 
gì, .... . q„-i a„.^ ; e perchè 
le masse nr*j,a, , jrr’q,a, , ec. degli strati sono uguali sarà 
Po=(ft — l) qiO, : dunque la pressione che questo strato eser- 
cita sul contorno del vaso di altezza dz e distante di z dalla 
sua superficie supcriore sarà espressa da 



y„z)dz=2trrp,a„. 


nrq„a\ 


La quale diviene ponendoci il valore di p, 
nr{2naag,a,-t-g„a \ — ‘2o„{,a,) 
=7tr{2na„q,a,-i-a„q,a,—2a„q,a,) 
=nr{2na„g,a,— a„a,q,)— nra„q, a, (2n—i) 


/2n—ì\ 

Ora facendo n=l, 2, 3 . . . avremo per lo relazioni doman- 

13 5 

date la serie delle quantità 

9i ?i 9 j 
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CAM» Vili. 


Gravilà specifcke dei corpi. 


r>0. Gravllà «peetBcbe dei corpi relatire alla pra- 
vità apeclllea d'nii laido. La gravità specifica d'un coF'^ 
po è il suo peso io un determinato .volume. Il teorema 
(§ 5) che un corpo immerso in un fluido pesante in quiete 
perde tanto di peso quanto è quello del fluido di cui oc- 
cupa il posto ci dice, che il peso del corpo immerso ed il 
peso da esso perduto iieirimmcrsione sono i pesi del corpo 
e del fluido in uno stesso volume, o le loro gravità spe- 
cifiche. 

61. Maniera di trovare le gravitb apecilche del 

corpi. Da questo principio si ha il metodo di trovare le 
gravità specifiche dei corpi. Per norma si fissa la gravità 
specifica dell' acqua distillata, che si considera come uno. 
Ciò stabilito si voglia la gravità specifica d’un solido. Si 
pesi esso nell’ aria ed il peso sia P, si pesi poi quando è 
immerso nell’acqua distillata, ed il peso sia p; dunque P — p 
sarà il peso perduto o il peso d’ un ugual volume di ac- 
qua; dunque P, P — p sono le gravità specifiche del corpo 
e dell’acqua. Se la gravità specifica dell’acqua distillata sia 


«no evidentemente quella del corpo sarà 



che sarà da- 


ta in parti dcH’unità gravità specifica dell’acqua distillata. 
Da ciò si ricava, che per avere le gravità specifiche dei di- 
versi solidi relativamente alla gravità specifica dell’ acqua 
distillata , si debbano dividere i loro pesi nell’aria per li 
pesi perduti nell’acqua, o per i loro pesi ncU'aria diminuiti 
dei loro pesi nell’acqua. 

Se il solido sia di minor gravità specifica dell’acqua, co- 
sicché immerso in essa sia galleggiante, prima d'iramergerlo 


Digitizea oy Google 


— 77 — 

gli si unirà altro corpo cho possa tenerlo dentro l’acqua , 
e di cui si conosca la perdita di peso dentro di essa, allora 
dalla perdita di peso del composto immerso si sottrarrà la 
perdita nota del corpo unito, e cosi si avrà la perdita di 
peso del corpo in proposito, per la quale si dividerà il suo 
peso ncH’aria. 

62. firavltji specilcR dei llqatdl. Riguardo ai liquidi 
un metodo ù d’immergere uno stesso corpo nei diversi li- 
quidi e pesarlo per trovare i pesi perduti', allora dicendo 
«no il peso perduto qcll'acqua distillata si avranno le gravità 
specifiche degli altri liquidi rispetto questa unità, dividendo 
i pesi perduti dal corpo negli altri liquidi per quello per- 
duto nell’acqua. 

Si può eziandio trovare la gravità specifica dei diversi 
liquidi con un galleggiante in forma di cilindro e gradualo 
dall’alto in basso, che si chiama areometro. Egli è evidente 
che le pressioni atte a sostenere il galleggiante nei diversi 
liquidi, o le loro gravità speciGchc sono proporzionali ai 
gradi del galleggiante sporgente al di fuori del liquido, e 
che in conseguenza divisi i gradi degli altri liquidi per 
quelli dell’ acqua distillata si avranno le loro gravità spe- 
cifiche rispetto la gravità specifica di questa considerata co- 
me uno. Si può ancora far si che l'areometro sia affondato 
alla stessa altezza nei diversi liquidi , o ciò per mezzo di 
opportuni pesi sul suo vertice conformato in piatto, perchè 
è evidente, che le gravità specifiche dei liquidi sono pro- 
porzionali ai detti pesi. 

63. Manleru di trovare 11 peae del corpi eolie 
pravità apeclOclic. Un catalogo di gravità specifiche dei 
diversi corpi relativamente all’acqua distillala di gravità 
specifica uno, può servire a trovare i posi dei diversi corpi 
nella stessa unità di volume, quando si conosca il peso di 
un ugual volume d’acqua, per esempio d’un metro cubo. Un 
metro cubo d’acqua pesa 1000 chilogrammi, ed ogni chilo- 
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grammo pesa libbre romaac 3,947. il metro lineare sono pal- 
mi romani 4,477. Posto ciò se le graviti speeifìcbe dei diversi 
corpi dato in gravità specifica dell’acqua distillata, si mol- 
tiplicano per 1000 chilogrammi, si avranno i pesi assoluti 
d'un metro cubo dei singoli corpi ; cosa utilissima per la 
pratica. 

64. Earmola per ■■ conpoat* 41 daie e«rpl> Sia 

un composto di due corpi , o si voglia una formola che 
colleghi il peso e gravità specifica del composto coi pesi 
e gravità specifiche dei componenti. Sia G la gravità spe- 
cifica del composto p, p' i pesi dei componenti, e y, y' lo 
loro gravità specifiche. Poiché la gravità specifica é il peso 
in una unità di volume , tante volle la gravità specifica 
entrerà in un peso, e tante unità di volume avremo: dun- 
que il volume d’un corpo 6 il suo peso diviso per la sua 
gravità specifica ; ed il peso diviso pel volume darà la gra- 

P p' 

vità specifica del corpo. Dopo ciò — , —, saranno i volumi 

. * • P p' 

dei corpi componenti, e perciò S ** volume del 

composto: dunque il pcsop-Hp'dcl composto diviso per questo 
volume darà la sua gravità specifica G ; perciò 


che é la formola domandata. 


Questa formola suppone che la somma dei volumi dei 
componenti sia uguale al volume del composto. Ciò é vero 
se i componenti siano semplicemente uniti; ma non ò sem- 
pre vero .se siano mescolali per esempio con fusione co- 
me sono i metalli; perché per l’azione chimica delle mole- 
cole dei metalli uniti in soluzione, sorge il volume del com- 
posto sempre minore della somma dui volumi dei componenti. 
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La teoria delle gravità speciliche da la maniera di sco- 
prire se un metallo sia puro o in lega con un altro ; im- 
perocché la sua gravità specifica deve essere quella che si 
conosce della di lui materia quando é nella sua purità. 

Tre peti diversi P, Q, R fanno successivamente equilibrio 
ad un cilindro omogeneo, che è sospeso al braccio d'una bi~ 
lancia idrostatica, ed immerso in parte in un fluido. Si do- 
manda una equazione fra i pesi P, Q, R e le altezze a, b, c 
corrispondenti alle parti del cilindro immerso. 

L'equazione è P(4— c)-i-Q(c— a)-i-H(o — A)=0. 

.Sia una sfera vuota di raggio esteriore a formata di ma- 
teria omogenea di densità q : questa sfera galleggia in un 
fluido di densità q' avendo immersa una parte di altezza c; 
determinare il raggio interno a' 

Si ha 



q' c’ 
qa'^ 


1 

4 



Dato il peso P=lib. 2, e la gravità specifica G— 18.261 
d’un pezzo d'oro, trovare il volume x, il raggio y, e la gros- 
sezza uniforme y — z di un globo vuoto , in cui dovrà con- 
formarsi l’oro , affinché la gravità specifica del globo sia a 
, quella dell' acqua distillata '/=1 nella ragione di m=l ad 
n=2. 

Pn 

Avremo x = — =piedi cubi 0.057143; y= 
ym 



=piedi 0,2389; z=^/ 4nC^ — 0.2367. 

Dato il peso P=lib. 200, e la gravità specifica d’un uomo 
G=1.121 trovare il peso x, di un tal pezzo di sughero di 
gravità specifica y*-— 0.24, che la gravità specifica dell’uomo 
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« del sughero uniti insieme, sia n quella deltaequa di fiume 
y=1.090 nella ragione di m=9 ad n=10. 

sarà x=Pv7^^? — ^)=lib. H circa. 

\ym—y n ' 

Sia un cono retto omogeneo , il cui vertice é fisso nel- 
l'interno d'un liquido a una profondità cognita. Il cono può 
girare liberamente intorno a questo punto, ed è al di fuori 
del fluido con tutta la sua base. Determinate V inclinazione 
dell’asse all’orizzonte. 

Sia o la distanza dei vertice del cono dal livello del fluido, 
l la lunghezza della generatrice, a l’angolo che essa fa col- 
l'asse del cono , q la densità del cono , c q' quella del 

liquido, rinclinazione fi domandala si avrà daircquazionc 

qai cosa 5 5 

ili — ^ sen-. iti-a) 

CAPO IX. 

Dei (ialleggianti. 

I 

65. Doppia è la condizione per I’ equilibrio ( § 8 ) dei 
corpi galleggianti. La prima è che i centri di gravità del 
galleggiante c del fluido scacciato siano in una stessa ver- 
ticale o in una retta normale al piano di livello. La se- 
conda è che il peso o la massa del galleggiante sia uguale 
al peso o ma.ssa del fluido scacciato, o del fluido di volume 
uguale al volume della parte immersa. Quindi se sia V il 
volume del corpo, q la sua gravità specifica : » il volume 
immerso del corpo , e / la gravità specifica del liquido 
sarà q\=q'v. 

Uopo ciò sia il problema. Determinare le posizioni di un 
prisma retto omogeneo di base quadrata, che galleggi orizzon- 
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talmente xopra di uh fluido estendo uno dei spigoli al di so- 
pra del liquido. 

Poiché il prisma 6 per tulio uniforme basterà trovare 

lo domandale condizioni por 
la base materiale AC quadrata; 
di questa base A £ il vertice 
termine dello spigolo superiore 
al livello QQ'. Si conduca la 
diagonale AC e nel suo punto 
medio G si troverà il centro 
di gravità della base. Condotta 
2 

poi AF al punto medio di QQ' c presa AH = — AF , iu 

o 

H sarà il centro di gravità del triangolo sporgente in fuori 
dal liquido. Poiché da questo triangolo e dalla parte im- 
mersa si forma l’ intero quadrato, i due centri di gravità 
di quelle due ligure dovranno essere in linea retta col cen- 
tro di gravità del quadrato : dunque il centro di gravità 
della parte immersa e quello di tutto il quadrato dovranno 
trovarsi nella retta HG che congiungc i loro centri di gravità, 
dunque per la prima condizione dei galleggianti HG sarà 
normale a QQ'. Se da F si conduca FE parallela ad HG Gn- 
ché incontri in £ la diagonale, FE sarà normale a QQ'; ma 
essa va al punto medio F di questa retta: dunque il punto 
E è equidistante da Q, Q', cioè EQ=EQ', che è l’espres- 
sione della prima condizione dei galleggianti. Sia a il lato 
del quadralo, z ed y AQ , AQ' porzioni dei lati AB, AD 
al di sopra del liquido. Ciò posto nei triangoli simili AHG, 

2 2 3 

AFE come AH è -:jAF, cosi AG=— AE, o AE= — AG. 

«5 U zB 

Le proiezioni di AE sopra i lati AB, AD sono uguali 

perchè con essi fa gli angoli uguali BAE , DAE. La prò- 

3 AO 

iczioue di AE sopra di AD è AE cosEAD= -- AG. = 

2 AC 

6 



I 
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— . — AC . . — ---■= -j- a. La relazione £Q=EQ' ci dà 
A A AC 4 

AE- 2.r =y=-^AE^-2y ~ , 


OTvero 


(1) (j>-y)( x-*-y— 


Esprimiamo l’allra condizione dei galleggianti siano q , 
q' le densità del prisma, e del fluido. 

1 

Abbiamo QCQ'=BI)— AQQ'= a* — — xy, duni|uo la detta 
ron dizione sarà espressa da 

(2) q‘ («’- -ry ) =qa\ 

La (I) ci dà le due equazioni 


( 3 ) 


X — y=0,x- 



a=0 


La prima x=y sostituita in (2) ci dà 


(4) 

o q \ 

óve dovrà essere ^ < 1 . Se ^ - sarà j?=y=o» 

? y 2 

cioè sporgerà fuori del liquido la metà del prisma come 
deve essere, perché in tal caso la gravità specifica del li- 
quido è doppia di quella del galleggiante, c questo sarà il 


limite inferiore, perché per un valore minore di ~ avremo 

x=>a; quindi % deve essere compreso fra - ed l 
q 2 

Le due altre posizioni di equilibrio sono date dalla cqua- 

3 

zionc (2) e dalla seconda (3), queste ci danno x-t-y= - o. 
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dalle (|uali 

34 1-43) 

V=i.(3=pj/' 34 1 - 43), 


che ci danno due posizioni di equilibrio a causa dei se- 
gni che a due a due si corrispondono. Qucsle due posizioni 


non sono possibili che nel caso che —, sia compreso fra 

23 24 g . 23 

® -ir queste posizioni si comprendono in 

_ 23 

una sola che ó la (4) trovala quando vi si ponga . 

Se poi sia ^ il prisma può galleggiare avendo due spi- 

Q òit * 


goli immersi nel liquido, uno alla superficie, ed uno fuori 
del liquido. 

Sia ancora un altro galleggiante. Si suppone un cilindro 
retto di cui la base è contornala da un arco di parabola, 
e da una perpendicolare all'asse di questa curva. Si vnol 
determinare |a posizione d’equilibrio di questo cilindro al- 
lorchò galleggia su di un fluido elevando la sua faccia pia- 
na interamente sul livello del fluido. Supporremo che la 
densità sia costante lungo ogni retta parallela alla generatrice, 
o che essendo omogeneo il solido sia gravato d’uu pe.so. 

In tal caso tulle le sezioni parallele alla base BAC del 
cilindro saranno le stesse in figura ed in disposizione di 
molecole onde basterà trattare della parabola materiale BAC. 
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Sia l’asse AD=o, l’ inclinazione di questo asse all’ oriz- 
zontale sia 9. Sia G il centro di 
gravità della parabola; condotta GF 
normale aH’assc sia ÀF=A, GF=A. 
Sia P il punto della curva ove la 
tangente è orizzontale, e l’ordinala 
PM a qnesto punto sia y. 

Si conduca PV parallela ad AD 
sarà essa un diametro della para- 
bola, e QQ' parallela alla tangente sarà una doppia ordi- 
nata a questo diametro. Si ponga PV=x. Nel detto dia- 
metro dovendosi trovare il centro di gravità della parte 
QPQ' della parabola sia H questo centro onde 

\ 

PII = I PV= I X. 

5 5 

Sia rinalmenic p il semiparametro o la metà della costante 
della equazione all’asse della parabola. Per H e G si conduca 
' la retta HG, che seghi in G' Tasse, per la prima condizione 
dei galleggianti questa retta dovrà essere verticale. La po- 
sizione del galleggiante dipende dai valori di x, y che si 
debbono ricavare dallo due condizioni. Se da P si conduca 
PE parallela ad IIG' sarà pur ossa verticale, e perciò nor- 
male alla tangente in P: dunque EM sarà la sunnormale 
nella parabola, c perciò EM-p. Ora abbiamo I’ indentità 

(I) AM ME -V- EG' = AF -V- FG', 

nella quale se si sostituiscano i valori colla condizione della 
HG' verticale essa esprimerà la prima condizione. Ora nella 
parabola 

AM= ^ , ME=p, EG’=PH= ^ PV= ^ x. 

d O 

Inoltre l'angolo GG'F = IIPE : ma IIPE é complemento 
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G* F 

di dunque cotang GG'F=tang5= — — , e G'F=AtangC: 

GF 

ma PEM'ò complemento di 0, dunque FG’ = — . Sosti- 
tuendo questi valori nella (1) avremo 

y’ 3x , kp 

( 2 ) — — =^k-t . 

2p 5 y 

Si deve ora esprimere l’altra condizione che la massa del 
corpo eguaglia la massa dell’ acqua spostata. Se q sia la 
densità della parabola, e q' quella del fluido, dovrà essere 

(3) q. BAC=?'. QPQ'. Ora BAC= | AD.BC= 

2a^^(2po) = I a l/(2f«)- 

Dicendo 2p' il parametro al diametro sarà 

QPQ'= I PV. QQ' senS= | x.2l^(2p'xsen>e): 

ma dalla teoria della parabola p'sen'd = p dunque QPQ' 
4 

= — x|^(2px) sostituendo questi valori in (3) sarà 
Ò 

4 4 , 

- yal/(2po)= -yxl^(2px). 


d’onde x=a che sostituito nella equazione (2) sarà 

. y»— |^2pA-2p»— ^ pa Jy— 2Ap»=0. 

Questa equazione ci dice che le posizioni deH'eqailibrio 
possono essere o una o tre. 

3 

Se il cilindro 6 omogeneo, sarà 4=0 , A= ? a e quindi 

D 



0 . 
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l’equazione antecedente darà y=0, 
ed 

La prima ci dà una posizione d’eqiiilihrio che è sempre 
possibile quando la densità del cilindro sia inferiore a quella 
del fluido. L'altra ci dà due posizioni simmetriche che sono 
impossibili quando 




_ 

òj 


9 


66 . Equilibrio «labile e non stabile 
Klante. L'equilibrio d’un galleggiante è stabile o non stabile 
sccondochò questo corpo tonde a ritornare alla sua pri- 
miera posizione o ad allontanarsene, quando ne sia di poco 
.spostato. 

Consideriamo ora un corpo in equilibrio sopra un fluido 
omogeneo : i centri di gravità di questo corpo , e del li- 
quido scacciato sono situati in una medesima verticale, ed 
i pesi di questo liquido e del corpo sono nguali. Si sup- 
ponga ora che esso sia spostato infinitamente poco in una 
maniera qualunque, essendo impresse a tutti i suoi ponti 
delle velocità infinitamente piccole. Ora si può dire che 
se lo spostamento resta sempre infinitamente piccolo l’equi- 
librio 6 stabile, ed è non stabile in caso contrario perché 
se per velocità infinitesime impresse si sposta di quantità 
finita, per velocità finita ai sposterà indefinitamente. Tutto 
sta dunque a distinguere col calcolo l’uno c l’altro caso, il 
che si otterrà col principio stabilito in meccanica delle 
forze vive. 

Sia LMQ la linea segnala sulla superficie del corpo dal 
piano di livello , o la linea del galleggiante ; sia ANBl la 
posizione che essa ha preso dopo lo spostamento : L'NM 1 
la sezione fatta nel corpo dal piano orizzontale condotto pei 
centro di gravità C dell’area ANBI, che indichiamo con b. 
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Sia G il centro di gravità del corpo, 0 quello del liquido 

escluso dalla parte ADB del cor- 
po : V il volume di questo li- 
quido di cui il peso è uguale a 
quello del corpo : 0 l’angolo ebe 
fa GO' colla verticale GF ; ? la 
distanza del punto C dal livello, 
che sarà preso pel piano delle x, 
y ; GO'=o. 

Le forze che sollecitano il corpo sono il peso e le pres- 
sioni esercitale dal liquido sulla parte immersa. La prima 
si riduce ad una forza verticale agente da allo in basso cd 
uguale al peso del corpo, che è M^, o gjV. Le pressioni 
poi producono il medesimo effetto come se tutti gli clementi 
della parte immersa del volume del corpo fossero solleci- 
tati da forze verticali dirette da basso in alto, cd uguali ai 
pesi di questi elementi come se fossero elementi del fluido: 
dunque le componenti X, Y, sono nulle per tutti i puuti : 
e se si prende l'asse delle i nel senso della gravità sarà 
Z =s g per lutti gli clementi del corpo ; e Z — — g per 
gli elementi della parte immersa considerati come’ ele- 
menti del fluido. Dopo ciò il principio delle forze vive 
ci darà l'equazione (1) 2p’dm='22dm /Zda-*-C. Considerando 
piccolissime le velocità, il primo membro é piccolissimo di 
secondo ordine , e quindi nel secondo membro non si po- 
tranno trascurare che i termini, che produrranno iuGnile- 
simi superiori al secondo ordine. 

Considerianto da prima i termini del secondo membro 
che provengono dal peso degli elementi del corpo. Abbia- 
mo dunque fZAi=gt, jildmfZdi=2glidm=32gìAi,oyt a, 
è la coordinala del centro di gravità del corpo. 

Quanto alla parte immersa noi la considereremo compo- 
sta della parte com(>resa fra le sezioni orizzontali LQM , 
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L'NM'I, e del volumi' situato al di sotto della seconda; que- 
sto secondo volume è uguale al volume ADB o V aumen- 
tato del volume INBM', c diminuito di INL'A. Il valore di 
Z in questo caso è — g, onde f7Az= — g{z — z,.), c qnesto in- 
tegrale resterà costantemente uguale gz^ , quando 2 sarà 
negativo, divenendo allora nulla la forza Z. Comprendendo 
gz^ nella costante totale avremo fZdz= — gz. Se dw in- 
dica rcicmenlo del \olume, si avrà àm=qdto e HdmJZdz 
=—2gqfzdu>. 

'Or non resta più die calcolare per i quattro volumi che 
aliliinnio indicali fzdw, che ù il momento relativo al piano 
delle X, y del volume della parte immersa nella posizione 
del corpo in un tempo qualunque. 

Essendosi supposto infinitesimo lo spostamento, le diverse 
sezioni che abbiamo falle nel corpo si possono supporre 
uguali alla i , e la porzione compresa fra le due sezioni 
parallele può essere riguardala come un cilindro : quindi 
per questa prima parte abbiamo fzdw=ib<^^. Pel volume 

0 ^ 

ADB si avrà /2d«>=V(2,~«cos5), o ponendo 1 — in- 

A 

Va5» 

\ecc di cos9, sarà fzdu>—\zi— Va-t — ^ , se il punto 0 

è al di sopra di G : nel caso contrario si dovrà mutare il 
segno di a. 

Il volume INBM' si può decomporre in elementi prisma- 
tici avendo i loro spigoli verticali, c per basi gli elementi 
dell'area ANBI. 

Sia dX uno di questi elementi posto in R, RS=u la nor- 
male abbassata sopra IN, cd RI l’altezza del prisma: il suo 
volume sarà RldXcosS, espressione che equivale ad u9dX : 
moltiplicandola per la x del mezzo di RI che é ^-^àutangd 
o semplicemente ^->-ìuO si avrà il valore di fxdui relati- 
vamente a questo elemento : si troverà cosi u9dX(?-v-ii(S), 
espressione, che si dovrà integrare in tutta l’estenzione del- 
l’area INB. 
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Si troverebbe una espressione simile per gli clementi del 
volume INL'A eccettuata la z del mezzo del prisma che sa- 
rebbe ^ — ì uO ; c poiché i termini provenienti da questo 
volume debbono essere cambiali di segno, saranno espressi 
da — u9d).(^ — iuO) ; donde si vede che basterà di fare la 
somma dei termini della forma uSdXI^-v- i uO) in tutta l’e- 
stensione dell’area ANBl riguardando u come positivo nella 
parte INB, e come negativo nell'altra. Ma /udX é nulla 
poiché IN contiene il centro di gravità dell’ arca ANBl : 

dunque resta — /« dX. Indicheremo per 4A* l’espressione 

A 

f u'dX, che si può chiamare il momento d’inerzia dcU’area 
ANBl, relativamente ad NI ; allora l’espressione antecedente 

diverrà . Riunendo le diverse parti di J^zAte avremo 


fsdte=i I ìA’0*-4-Vz, — V a-i — , 

/é 

e l’equazione (1) diviene , osservando che M=fV e com- 
prendendo 2gq\ a nella costante 

(2) 2c’df»=s — 

Se O' è al disotto di G si deve cambiare a in —a. 

La costante si determina per la situazione iniziale del 
sistema e se le velocità iniziali sono nulle, o infinitamente 
piccole la C sarà ancor tale. 

Ciò posto il primo membro dell’equazione . (2) essendo 
essenzialmente positivo, lo dovrà essere ancora il secondo 
e perciò i termini negativi debbono dare costantemente una 
somma infinitamente piccola perché deve essere minore di 
C, ciò che indica dover c ^ rimanere infinitamente pic- 
cole. Da ciò si conchiude che allorquando il centro di gra- 
vità del corpo é al di sotto del centro di gravità del liquido 
scacciato nello stato d'equilibrio, lo spostamento resterà sempre 
infinitamente piccolo, ed in conseguenzaV equilibrio sarà stabile. 
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Ma se il renlrn Hi gravilii del corpo sarà al disopra di 
quello del liquido scaccialo la forroola ('2) si cambia nella 
segnente 2u’dm = — — oV)S’-‘-C ora qaanlan- 
que C sia infinitamente piccola 9, e ^ potrebbero non es- 
serlo se tulli i termini che contengono i loro quadrati 
non 'fossero negativi. Egli é dunque necessario per la sta- 


bililà dell’equilibrio che si abbia 6A’ — oV>0, o o< 


e poiché cambia come cambia la direzione di IN, é ne- 
cessario che l’inuguaglianza antecedente abbia luogo pren- 
dendo il più piccolo valore di cui AA' é suscettibile quando 
•si suppone che IN prenda tutte le direzioni intorno al 
centro di gravità C dell'area ANBI. 

Dunque l'equilibrio può estere ancora stabile allorché il 
centro di gravità del corpo i al di sopra di quello del fluido 
scacciato', in tal caso basta che la distanza di questi due punti 
sia minore del più piccolo dei momenti d'inerzia dell'area della 
sezione a fior d'acqua per rapporto alle rette condotte pel tuo 
centro di gravità, questo momento diviso pel volume del cor- 
po immerso. 

Uopo ciò sia il problema. Quale è la condizione di sta- 
bilità per una prisma rettangolare omogeneo, di cui la base 
i orizzontale relativamente agli spostamenti paralleli alle 
faccie verticali. 

Siano a, b i due lati della base, c l’altezza, q q le den- 
sità del corpo c del liquido. 


Il volume immerso è 


qabe 


L'altezza del centro di gravità del prisma al di sopra del 

centro di gravità del fluido scaccialo • 

Il momento d’inerzia della sezione e fior d’acqua rispetto 
un asse condotto dal centro di questa pressione parallela- 


Digltlzed by Google 


. JTS- 


- 91 — 


nienic 


/ ^Q 1 

bx^àx= — ba^ 

quindi la condizione di stabililà per gli spoislamcnti paral- 
leli alla faccia (ac) sarà 




ba^ 

12 


q ' q) 

L’equilibrio sarà instabile se il primo membro sic infe- 
riore al secondo ; e sarà iiidilTcrcutc se i due membri sa- 
ranno uguali. 

Trovare la condizione di etabililà per un cono retto omo- 
geneo , di cui l’asse é vertieale, ed il vertice è dentro il li- 
quido. 

Se f- è il raggio della base, h l’altezza del cono, q, q' le 
densità come sopra, la condizione c 


9’ 

Trovare la condizione di stabitità per un cilindro omo- 
geneo di cui l'asse è verticale. 

Se si dice r il raggio della base , h l’altezza , q , q' le 
due densità, la condizione é 

1 '-> 5 . izil 

A' ^ 

Trovare la condizione di stabilità per un paraboloide omo- 
geneo di rivoluzione terminato da un piano perpendicolare 
all’asse, e di cui l’asse è verticale. 
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Se p è il parametro della parabola gcneralrico, h la lun- 
ghezza dell'asse, e f y' le densità sarà. 



CAPO X. 


Dei fluidi elaetici. 


67 . tarmala geaerale del laidi peaaatl ridetta 
al Ioidi claatlel. La formola generale deH’eqnilibrio dei 
fluidi pesanti è dp=ydz. Se si tratta dei fluidi elastici si 
dovrà porre in questa formola il valore della pressione o 
della densità che caratterizza questi fluidi. Ora dalla Gsica 
generale sappiamo che nei fluidi elastici la densità è co- 
me la pressione , o come la cosi detta tensione dei fluidi , 
dunque q=mp ove m è la ragione della densità alla prcs- 


sione, quindi àp=mpóz; — =mdz , l.p^=mx-*-C. Se si e- 


sprima con p, la pressione nel piano delle x, y dove comin- 
ciano le 2 , avremo Z.p^=C, ed in ultimo p=p, «'"* (a). 

Per li fluidi clastici della natura il coefBciente m è molto 
piccolo in guisaché se la grossezza x del fluido non é assai 
grande, il fattore e”‘ può considerarsi come uno ed allora 
la pressione in questo tratto sarà costante perché abbia- 


mo p=p,. 

68. Applleazianc delia detta farmola. Per applica- 
zione della formola antecedente (a) supponiamo un cilindro 
verticale chiuso da due piani normali all'asse, c ripieno di 
fluido elastico, e determiniamo la pressione totale contro 
la superOcie interna della parete verticale. 
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— os- 
sia a l'altezza la circonferenza interna del cilindro , 
Po la tensione al piano supremo del fluido, c z la distanza 
di una sezione orizzontale del fluido dal detto piano: per 
la domandata pressione p avremo l'equazione 

p=cp, J V’dz=''£: (e- a—l) 
cu. .ma m’o’ \ 

Se m è piccolissimo, come avviene ncH’aria, ed a non sia 
assai grande, avremo p=.cap^. 

69. La detta formala ridetta aU'arla atmoererlea. 
Per applicare la formola dp=mj»dz all’aria atmosferica, 
computiamo le z all’insù dal punto più basso della terra, 
che è il livello del mare : imperocché il livello supremo 
dell'aria è una delle incognite da ricavarsi dalla nostra for- 
mola. In detu ipotesi basterà cambiare la dz in —dz, per- 
chè rincremento della z nella prima ipotesi é decremento 
nella seconda: avremo dunque dp= — mpdz, l.p= — mz-i-C. 
Esprimendo per P la pressione al livello del mare ove 

„ . P 

z=0, avremo I. — =mz. 

P 

Le pressioni dell'aria atmosferica sono proporzionali alle 
elevazioni del barometro ad uguali temperature: esprimendo 
dunque per A l'altezza del barometro al livello del mare, 
e per a l'altezza ad una elevazione z nell'atmosfera, avre- 
mo p=ra , P=rA , ove r è una quantità costante. Sosti- 
tuendo questi valori nell' equazione antecedente , avremo 
X 

l. — =mz, ed o=Ae'"‘. 
a 

Da questa equazione si ricava che crescendo ll^evazioni 
nell'aria dal livello del mare in progressione aritmetica, le 
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altezze del barometro , le pressioni e le densità dell’ aria 
decrescono in progressione geometrica. 

A .1 

Dall’ equazione l. — =mz, ricavandosi z= — (Lk—Ln), 
d tn 

si vede che le elevazioni dei diversi punti sopra il livello 
del mare .sono in ragione delle differenze dei logaritmi 
neperiani delle altezze barometriche ne li due estremi delle 
dette elevazioni. 


u 

Nell’equazione l- Ji = —mz, per quanto sìa piccola la p 


si troverà sempre il corrispondente valore di z; ma se sia 
p=0, ossia se sia tratti della sommità dell’atmosfera, pei- 
ebù tra l’espressioni assurde si trova il ^domandare il lo- 
garitmo dì zero , si vede che l'equazioDe antecedente non 
si presta a quella estremità. Quindi se sì volesse determi- 
nare l’elevazione dell’aria atmosferica, si dovrebbe doman- 
dare l’altezza dove lo strato d'aria ha la minima densità 
che si conosca per mezzo dello nostre macchine pneuma- 
tiche. Ora essendo le pressioni proporzionali alle densità, se 
si dicano D, d le densità dell’aria, al livello del mare e la 


minima densità, si avrà ' d’onde si potrà tro- 


vare la z quando si conosca la m che or ora troveremo. 

70. Foratola per determinare le altezze per mez- 

1 

zo del barometro. L’equazione z= — (/. A—/, a), serve 

m 

per trovare le altezze, perchè basta vedere quali siano l’cle- 
vazioni del barometro A, a, al livello del mare, ed a quella 
altezza che si vuol trovare. Ma si deve trovare primameiitc 
1 

la costante — . Questa costante ha luogo ragionevolmente 


nella nostra equazione, perchè in uu equazione che espri- 
me un caso della natura trovandosi la particolarità venata 
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Hnl calcolo cioè dai logaritmi neperiani, vi deve essere un 
modulo che riduca questi logaritmi ai logaritmi di una base 
che si acconci colla natura. 

Per ottenere il valore di questo modulo si rillctia che 
l’altezza del barometro al livello del mare, a gradi zero di 
temperatura è metri 0.76. Dopo ciò domando a quale al- 
tezza si deve montare perchè l’elevazione del barometro cali 
di un millimetro e dalla elevazione di 0".7C0, diventi 0"*.759. 
Ura domandare a quale altezza si deve montare perche il 
barometro cali di un millimetro , è domandare la colonna 
d’aria che fa equilibrio con un millimetro di mercurio , 
sopra la qual colonna montando , il millimetro di mercu- 
rio non sostenuto s'abbassa. Posso dunque immaginare un 
tubo ricurvo, dove sopra un comun piano orizzontale in 
un braccio si elevi un millimetro di mercurio , e nell’al- 
tro braccio la detta colonna d’aria che lo equilibra : ora 
queste due altezze debbono essere (57 ) in ragione inversa 
delle densità del mercurio c dell’aria ; ma la densità del 
mercurio a quella dell’aria è come 10485 ad 1 , dunque 
l’altezza z della detta colonna d’aria, sarà data da 

s _ 10185 

0".ooi — 1 ’ 

1 

e *=10"'. 485. Ora nella formula s = — (/. A — L a) si faccia 

m 

A=0"'.760, 0=0.759 *=10'”. 485, ed avremo 
m ~~ 0.0005718164 ~ ^ 


Il denominatore 0.0005718164 è la differenza dei logaritmi 
di 760, e di 759, logaritmi presi nella base 10. A rigore 
doveva essere l. 0. 760 — /. 0. 759 , ma questa differenza è 




•/. 1000-t-/.1000. Si sono 


\ 
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presi poi i logarilDii non nopnrianii ma i comuni nella base 
10, perchè sostituendo il valore trovato di — in * = — 


(I.A. — La), quando abbiamo 

10".485 


(/.A. -(.a), 


0.0005718164 

essendovi nel denominatore di l.K. — La un logaritmo di 
base 10, bisogna che anche in quella d'ifTcrcnza {.A . — La 
i logaritmi siano presi nella base 10, perche è costante il 
quoto de’logaritmi per qualunque base: dunque neU‘èqua- 
zione finale s»=18336 (/.A. — La) , si devono prendere per 
logaritmi i logaritmi comuni. 

71. Correzione della forinola delle altezae.| Que- 
sta formola però si basa nel fatto che la temperatura sia 
zero, quindi per tutt'altra temperatura 6 necessario intro- 
durvi una modificazione , e questa e doppia, perchè ncl- 
l’indicata formola vi è la colonna deH’aria atmosferica di 
10”. 485, e vi sono le altezze barometriche 0*'.760, 0"'.759, 
A, a\ quindi la modificazione deve riguardare ambedue i 
fluidi. Sia dunque T la temperatura dcH'aria al livello del 
mare, e ( all'altezza 10”. 485 : si prenda la media aril- 
T-<-/ 

melica — — e questa si potrà senza errore sensibile sup- 

là 

porre la temperatura costante della detta colonna d’aria. 
Ora si sa dall’esperienza che per ogni grado di tempera- 
tura l’aria si dilata d’iin suo 0,00375, dunque per i gradi 

di temperatura *' dilaterà di | -^j0.00375 delsuo 

volume, dunque per questi gradi la detta colonna diventerà 

10".485-.-10".485 j 0.00375 
=10”.485[l 0.00375 ] . 
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72. Ma si (leve osservare che quando la Icinpcralura si 
eleva, generalmente parlando, la quantità di vapore anmenla 
nell’atmosfera , 'c poiché la densità del vapore é a quella 
dell 'aria come 10al6 sotto la pressione ordinaria di 0‘".76. 
ne segue che la densità dell’ aria libera di cui la tempera- 
tura aumenta deve diminuire in un più grande rapporto che 
quello che corrisponde al coefficiente 0.00375. Per valu- 
tare quanto 6 possibile la quantità di vapore che si trova 
nell’ atmosfera si dovrà aumentare un poco I’ antecedente 
frazione, e per comodo del calcolo si farà 0.004 , quindi 
la superiore colonna d’aria (§ 71) sarà 



2(T-h^I1-| 

iooo J ■ 


Il denominatore di 10".485 (5 70) è /.760 — /.759, che é la 
diiferenza de* logaritmi dei numeri relativi alle elevazioni 
del barometro nel punto basso e più alto di 10™, 485. Si 
dicano ora T', (' le temperature del mercurio in queste due 
stazioni, sarà T' — f' di quanto la temperatura del punto più 
basso é maggiore di quella del punto più alto ; quindi il 
barometro nel punto inferiore oltre l’altezza barometrica 
avrà una altezza termometrica che non ha il barometro al 
punto più alto: ma l’indicata differenza di logaritmi deve 
essere relativa alle sole elevazioni barometriche , dunque 
per compensare all’ elevazione barometrica nella stazione 
più alta si deve dare l’elevazione termometrica della sta- 
zione inferiore. Ora sappiamo che il mercurio per ogni 

1 

grado di temperatura si dilata del ■ del suo volume , 

333U 


dunque per i gradi T' — t' si dilaterà del 
lume, perciò il 759 diventerà 


T'— 

5550 


del suo vo- 



7 
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dunque il coedìcientc di l.\ — La sarà 

,.760-i,759[l-.(I^)Ì 

T'— <' 

Da molte osservazioni si ricava Dolersi trascurare ■■ , 

5a50 

e potersi prendere per T, c t le temperature al livello del 
mare e all’altezza che si vuol misurare, e per compensare 
ciò di che si diminuisco il corniciente di 2.A— per quC' 
ste due modiGcazioni, invece del numero 18336 che risulta 
da 10". 485 diviso per 0.0005718164 si può porre 18393. 
Riguardo alla correzione da farsi uel fattore /.A — La si 
dica T' la temperatura del mercurio al livello del mare e 
t' la temperatura all’altezza x ; ragionando come innanzi si 
vedrà, che in luogo di a si dovrà porre 


u(l 


T'— 
5550 ‘ 


dunque la formola che serve per misurare le altezze col 
barometro é 




('■ 


r— 

5550 ' 


73. In questa formola i logaritmi .sono i comuni nella baso 
10; si é tenuto a conto anche rintluenza dei vapori , ma 
non si è introdotta la gravità, che in una altezza conside- 
rabile X avrebbe dovuto seguir la legge dell’attrazione uni- 
versale. Infatti non vi doveva entrare, perchè nell’ equa- 
zione dp— gdz quando abbiamo posto q=mp, se avessimo 
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posCo q^mgp, si sarebbe dovuto anche scrivere gdp in luogo 
di p, il cbe avrebbe fatto sparire la gravità. 

7d. La formola superiore (§ 72) per la misura delle altezze 
è basata suH’artilìzio del domandare l’elevazione per la quale 
il barometro cala d'uu millimetro, ed ba ammesso una modi- 
ficazione per Oìservazioni degli idraulici. Si può però dar me- 
todo ed assegnar formola indipendentemente da tutto ciò. A 
questo fine da chi si determina a trovare altezze per mezzo 
del barometro, si scelga un’altezza nota x' e alle due sta- 
zioni inferiore e superiore si notino le altezze a ' , A' del 
barometro e le sue temperature , V , allora la formola 
z=m(LA — l.a) diventerà 


S)] 


e quindi 


L.- 


T'-t' 


® 5550 ) 

cbe sostituito nel valore di z ci darà 


-L.- 


L.- 


A' I ’ 

T’-t', “\^'^5550/ 


o'/l-f-i — 1\ 

' oooiJ/ 


ove il T, t sono le temperature del mercurio nelle due 
stazioni dell'altezza z che si vuol trovare. 
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CAPO XI. 

Equilibrio relativo delle molecole d’un fluido. 

75. Idea deireqnlllbrlo relativo. Facilmente .si può 
immaginare, che un fluido muovendosi uniformemente in- 
torno ad un asse mantenga fra i suoi punti costantemente 
la stessa posizione, come (juaiido le molecole fossero attratte 
da un centro interno , o il liquido fosse dentro un vaso 
che girasse intorno al suo asse. In <|ucsto caso non si avrà 
un equilibrio assoluto, ma uno relativo tra le molecole del 
fluido, perchè conservano invariabile la loro posizione ri- 
spettiva. 

76. Eqnazione deireqallibria relntlv». In un co- 

tal moto le forze dalle quali è animato il fluido sono io 
applicate a le forze centrifughe dei diversi punti: quindi 
tra queste forze vi deve essere equilibrio. Per aver dun- 
que la forroola d’equilibrio in questo caso basterà aggiun- 
gere al trinomio Xdr t-Xdy-i-Zd: la forza centrifuga molti- 
plicata pel diGTcrenzialc della retta secondo la quale agisce, 
e ciò viene dalla natura dcH'equazionc generale dell’equi- 
librio dei fluidi (Idrost. § 3). 

Si suppongano gli assi delle x, y orizzontali, c quello dello 
z verticale all’iusù, e sia l’asse delle z quello della rotazione. 
Sia u la velocità angolare del sistema, ed r la distanza d’un 
punto dall’asse di rotazione. La velocità del detto punto sarà 
rui la forza centrifuga è il quadrato della velocità divbo per 
la distanza dall’asse: dunque sarà ru’; quindi al detto trinomio 
si dovrà aggiungere rD'dc. Ora r=t/' (.r’-r-y’) ; dunque 
ru'dr = M^ardx -t- ca’ydy : , 

quindi l’equazioue d’equilibrio sarà 

(a) dyj=y(Xdx-i-Ydy-HZdz-t-4)^xdj;-i-i)’ydy) 

77. Applicazione deireqnaziene antecedente. Per 
farne una applicazione supponiamo un vaso cilindrico di 
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raggio a che contenga un fluido pesante omogeneo ad mia 
altezza h. Abbia poi questo vaso una rotazione uniforme in- 
torno all'asse, e le molecole abbiano acquistato una posizione ri- 
spettiva invariabile ; si vogliono ricavare dalla formolo an- 
tecedente le proprietà di questo moto. Sia il piano delle x, y la 
base del cilindro. Nel nostro caso Z= — g, X=0, Y=0 : 
perciò l'equazione (6) diventerà 

dj»= — qgdz-t-qa^xóUe-i-qa^dy. 

Si domandi in primo luogo la superficie di livello sarà dp=0 
e quindi 

— jdi-t-«a’ardj:-t-6o’y dy=0 
che integrata ci da 

x^-*-y^= (z—e) , 

(Ù 


ove c è la costante arbitraria. Si vede che la figura è un 

2ff 


paraboloide di parametro 


e che c è la distanza del 


vertice del paraboloide dal fondo del vaso. Determiniamo 
la costante. Per ciò si rifletta che il volume del fluido in 
moto ò uguale a quello na^h del fluido in quiete. Ora il 
volume del fluido in moto è un cilindro na'z, meno il vo- 
lume vuoto del paraboloide, dunque sarà 


na-z- 


{z-c)^ 


dove la z è la distanza dal fondo dalla eirconfcrenza, in cui 
il paraboloide , o il fluido tocca il cilindro ; ora questa z 
si ottiene dall'equazione 



ponendovi o' invece di il che fatto abbiamo 


a’<a’ 
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no’* — -- (z — — Ka^h 
6 )’ 

se in queste si pone il valore antecedente di z troveremo 

a’ai’ 

c=A : 

Ag 

dunque l’equazione della snperGcie di livello sarà 
2g / a’M’ , V 

Per avere la formola della pressione s’integri l’equazione 
dp= —gqdz-t-qu)'{xdx-f-yAg) 

ed avremo 




Per determinare la c' portiamo l’integrale alla superficie 
di livello e precisamente alia circonferenza , ove il fluido 
tocca il cilindro; si dovrà sostituire nell’equazione antece- 
dente o’ invece di x’-t-y’, ed invece di z, 





o ponendovi il valore di e si dovrà sostituire invece di z 

IT’ 

ed in luogo di p si porrà una pressione A costante, quindi 
avremo 


c'=A— 


o’u’ 

— q-^gqh . 


Dai risultamenti antecedenti si rileva che il pantodei fluido 
che era sull’asse nello stato d’equilibrio si è abbassato di 
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tanto di quanto si è elevato il circolo del fluido a contatto 
col cilindro. Infatti quel punto nel moto è giunto ad una 
altezza 

c=h j— 

dall’altezza A, e quel circolo dall'altezza A si é elevato 

0 * 6 )’ 

z=A-h- — : 
àg 


dunque da una stessa altezza uno si ù abl>a.ssato di 

e l'altro si è elevato dello stesso valore. 

78. Altra applicazione. Per un altro esempio s’im- 
magini un cilindro, dentro il quale sia un fluido omogeneo, 
che in quiete abbia galleggiante un cilindro, il di cui asse 
coincida con quello del primo , e che questa coincidema ri- 
manga nella rivoluzione uniforme del sistema intorno l'asse 
comune} stabilito l'equilibrio nella rivoluzione, essendo il ci- 
lindro galleggiante meno elevato che nel caso dell' equilibrio 
primitivo , si domanda d'esprimere la differenza d' altezza 
dovuta alla rotazione in funzione della velocità angolare 
6) e dei raggi \ , a del vaso e del cilindro galleggiante. 
Abbiamo Ap — q ( — jdi -+- oì’rdr ), quindi 
p=q{ — jz-)-li)*r’)-)-C. Siano P il peso del liquido contenuto 
contenuto nel vaso, Q il peso del liquido Sracriato dal gal- 
leggiante, c la distanza del vertice del paraboloide dal fondo 
del vaso, ed A la distanza della base immersa del galleg- 
giante dal medesimo piano : avremo pel \olurae immerso 
del galleggiante 


Q 

— =na 


9ì 




f 


e pel volume del liquido aumentato del volume immerso 
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n 



«•A* , 

hg I 


Eliniiiiaudo c fra queste equazioni avremo ^ 


A« 


1 |P-> Q 

ngg^ A* 



OJ 

In questo valore il termine ^ (A’ — a’), che solo dipende 

da u e s’annulla con questa velocità, misura la diflcrenza 
d'altezza dovuta alla rotazione 

Una sfera vuota esattamente riempita da un liquido, e che 
ha un piccolo orifisio nella sua estremità inferiore, gira uni- 
formemenle intorno al suo diametro verticale. Si domanda 
la velocità di rotazione che impedisce al liquido di uscire tutto 
intero dall'orifizio. Se r è il raggio della sfera la velocità 

angolare domandata è 


VI 


Un vaso di dimensioni cognite, che ha la forma d'un cono 
retto aperto nella sua base gira con una velocità angolare 
costante intorno al suo asse che è verticale. Si domanda 
quale è il volume del liquido che può contenere in questo stato 
di rotazione ; e quale è la più piccola velocità che non per- 
mette ad alcuna molecola del fluido di rimanere dentro il vaso. 
Sia h l’altezza del cono, r il raggio della base. Per una velocità 
qualunque di rotazione u il valore del fluido contenuto nel 
vaso è al più uguale al volume che riempirebbe il vaso dimi- 
nuito di . La più piccola velocità a che caccia tutto 


il liquido del vaso é - 

Un cilindro di rivoluzione, che contiene una massa d'aria 
cognita, gira uniformemente intorno al suo asse insieme col- 
l’aria che racchiude ) determinare la densità dell’aria in un 
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punto dato, e la prestione totale eiercitata sulla superficie 
laterale del cilindro supponendo il fluido non pesante , ciò 
che poco si allontana del vero in un recipiente di comune 
grandezza. Sia M la massa del fluido, k il rapporto costante 
della pressione alla densità, r il raggio interiore del cilin- 
dro, h la sua altezza ed u la velocità di rotazione. Le den- 
sità del fluido ad una distanza a daU’asBc é 

Ma' 

Inhk ’ 

—1 

0 per conseguenza la pressione totale contro la superficie 
curva è 

e 

Mra’. 

e — 1 

Una mezza sfera vuota ed omogenea rovesciata su d'un piano 
orizzontale i esattamente riempita da un liquido omogeneo 
di densità data q. Ora tutto il sistema gira intorno all'asse 
della mezza sfera con una velocità angolare costante co ; de- 
terminare il più piccolo peso , che possa avere la semisfera 
senza che il liquido fugga sollevandola. Dicendo r il raggio 
interiore della sfera, il peso domandato i almeno 



JVef caso che un liquido dentro un cilindro, che si muove 
con velocità angolare costante u, sia animato da una forza 
verso un centro fisso e proporzionale alla distanza da questo 
punto, trovare l'equazione della superficie libera. Se /' è la 
forza alla distanza unità, c se il piano delle x, y sia nel 
fondo del vaso, e le z siano verticali verso l’alto, l’equa- 
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zioue domandata 6 
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=: C. Essendo questa 


equazione delle superficie di 2* ordine di rivoluzione di- 
scuterla per ricavarne i diversi casi tutti dipendenti dalla 
relazione fra f ed u. 

Un cilindro circolare é riempilo esaltamenle di uit liquido 
omogeneo di densità' cognita q, e chiuso da un piano della 
circonferenxa interna del cilindro che si può aprire e chiu- 
dere per mezzo d’uno cerniera (issa alla parete. Il sistema 
gira intorno l'asse del vaso con una velocità angolare costante 
6), determinare il più piccolo peso del coperchio onde il li- 
quido non valga a sollevarlo, e quindi a farlo fuggire dal caso. 
Se r è il raggio interno del cilindro, si trova che il peso 


domandato 


ù ^ nyu’ri. 


Un cilindro circolare e verticale, che contiene una quan- 
tità di liquido, il di cui peso congiunto a quello del vaso i 
Q, è legato ad un peso mobile P pendente da una funicella 
scorrevole non pesante che passa per la gola d'una girella. 
Il sistema tale, o scende sotto l'azione del peso, mentre che 
il vaso rota intorno al sua asse con una velocità angolare 
costante w. Si suppone che il liquido sia giunto allo stato 
d'equilibrio relativo, in cui la figura é invariabile, e si do- 
manda di determinare la forma della superficie libera. Que- 
sta è un paraboloide di rivoluzione intorno all’asse del vaso 
ed il parametro della parabola gencratalrice è 


2P g 
p-*-o &>’■*• 





PARTE TERZA 


IDROCINAHICA 


CAPO 1. 

Formale generali del moto dei fluidi. 

1- SI preelsa cesaà mota di db iBido. Come l'equi- 
librio di un fluido si è ridotto all' equilibrio di una sua 
molecola qualunque iniìiiitesima (Idros. § 1) : cosi il moto 
d’un fluido è il moto di una sua molecola qualunque in- 
finitesima. Infatti quando in cotal molecola siano valutate, 
come si è fatto (Idrod. § 17), tutte le forze inlrinsicbe ed 
estrinseche dalle quali è animata, la molecola è al tutto iso- 
lata, perché l’azione del liquido circostante è espressa dalla 
pressione, c perché col detto liquido non ha forza di coe- 
sione valutabile (Proe. § 2) a causa del suo sicgamento. 

2. CsBdlzlBBe fisica bcI luots del daldl. Nel moto 
dei fluidi oltre alle formole fra i quattro elementi del moto 
come in quello dei solidi, vi si richiede la condizione al- 
gebraica che esprima, che la molecola in proposito durante 
il moto si mantiene integra nella sua massa senza dividersi 
o sparpigliarsi nelle sue parti interponendovisi altri punti 
materiali del fluido. Questa condizione dicesi condizione di 
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eonlinuitd del fluido , cd ù evidente da ciò che si i ilelio 
consistere questa neircsprinierc, che è nulla la variazione 
della massa della molecola durante il moto. 

3. Condizione «iKebralca della eontinnitài del Inl- 

do. Abbiamo trovato (Idrod. § 20) che il volume della mo- 
lecola infinitamente poco traslocata é 

(1) dxdydx[l-^(^-^)d/-^(^)dt-^(^Jd<] . 

La densità della molecola nel punto di coordinate x, y, z 
c nel tempo t sia q. Questa densità nelTidrocinamica ò fun- 
zione delle quattro variabili x, y, z, t, perché dipende dalla 
località della molecola, e dal tempo durante il di lei moto. 
Imperocché generalmente parlando in un determinato tempo 
la molecola varia di densità secondo i diversi luoghi dove 
si trova ; ed in uno stesso luogo secondo la durata mag- 
giore o minore del tempo del moto essa vi si trova con mag- 
giore 0 minore densità. Per trovare l’espressione della den- 
sità della molecola traslocata dovremo trovare che cosa diven- 
ta la q per la variazione infinitesima delle quattro variabili. 
Si avverta però che la variazione della densità essendo pro- 
dotta dal moto o dal traslocamento della molecola, li diOcren- 
ziali delle coordinate sono a rigore dx, dy, dz, e sono spa- 
zii infinitesimi percorsi, e perciò uguali alle rispettive ve- 
locità moltiplicate nel dilTerenziale del tempo; cioè ud< , 
vài , u>d( : quindi la domandata densità sarà espressa da 



Se questa densità si moltiplica pel volume superiore (1) 
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della molecola (raslocata, darà la di lei massa. In questa 
moltiplicazione si ritenga la quantità finita e gl' infinite- 
simi di primo ordine ; perciò dentro parentesi della for- 
mola (1) si moltiplichi prima tutto per q, e poi l’unità per 
la quantità che viene appresso al q nella formola (2); avre- 
mo dopo ciò per la ricercata massa 



In questa se si toglie q , avremo per la variazione della 
massa 

dxdydsj (^-^)^u(J-i)]dt 

( 3 ) 

Ura si vede chiaro che 


n&- 




è il coeOìciente difTcrenziale del prodotto qu relativamente 
alla X, e così si dica degli altri analoghi binomi: dunque 
la variazione della massa della molecola traslocala sarà 

se questa espressione si uguaglia a zero, l’equazione prove- 
niente 



sarà la condizione algebraica della conliuuità del fluido. 
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4. E* «•■dlxiaMC della contlHaltà del laido al 
modllca per 11 due cast del laidi eooipresaiblll ed 

laeooipreaalblll. Se il fluido è compressibile o elastico 
ha luogo l'equazioDC (4). Se poi il fluido 6 incompressibile 
ciò vuol dire che é nulla la variazione del suo volume , 
dunque abbiamo l'equazione 

quindi l’espressione (3) che deve essere zero ci da 

perciò per li fluidi incompressibili abbiamo le due condi- 
zioni (5), (6). 

5. Se il fluido incompressibile sia omogeneo, o di den- 
sità costante , andando a zero i singoli termini della (6) , 
abbiamo la (5). 

7. Pormale deaerali del mota del laidi fra 1 quat- 
tro clemeatl del moto. Queste forniolc si chiamano 
equazioni delle forze sollecitanti. Abbiamo trovato, (Idrod. 
§ 2) per le forzo totali dalle quali ò animata la molecola 
inflnitesima, l’cspressioni 

(a) j^jX— (^)jdxdydz 

[^jY~(^lJdrdyds j^yZ— ^^)Jdxdydz . 

Ora dalla meccanica abbiamo che 
du de die 

T< ’ d7 ’ ^ 

esprimono le forze secondo i tre assi, dalle quali è animata 
una massa presa per unità; dunque per uguagliare li quan- 
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Illativi di forze (o) o queste espressioni fu d'uopo dividerle 
per- la massa jdxdydz onde ridurle all’anità di massa. Fatto 
ciò avremo per l'equazioiii domandale 



X - 


1 dpv <•» _ V _ ^ 
9'dx^d<■~ 


^ _ Z _ i 

d< q V dz' ' 


8. Le eteeee forniale celle dinVercBEazIenl delle 
fanzlonl riepette lotte le loro variabili. Nelle for- 
mole (6) antecedenti li differenziali delle m, v, ic, t sono 
variazioni, e queste variazioni sopra le u , v , ie debbono 
essere riguardo le quattro variabili x, y, z, {, delle quali sono 
funzioni, avvertendo come (§ 3) che 

dx=udt, 5y=cd/, 5z=«)d/. 


Posto ciò le (6) diventano 



9. Altra maolera pio aeoiplice di deteriolnare 
la eoodlzlene di eootloaltii , e l' eqnaziooe delle 
forze aolleettaoti. Si consideri il parallelepipedo già 
proposto nel principio della idraulica collo stesse quan- 
tità. In questo si consideri la faccia dyds più vicina 
al piano coordinato parallelo. In questo tutte le mo- 
lecole si muovono colla velocità u parallelamente al- 
l'asse delle X, è perciò normalmente alla detta faccia. Que- 
ste molecole nel tempo dx descrivono spazi infinitesimi ud(, 
che saranno tante liiieole fluide quél : dunque la massa di 
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fluido in tutta la faccia dydz sarà qudtdydz. Ora nella fac- 
cia parallela dydz la massa fluida sarà 

jdxldtdydi: 

dunque 

(«^)d,dxdydz 

sarà la tariazionc dell% massa per la variazione della x, e 
perciò 

jdtdxdydz , l-^^^j^jdfdxdydz 

saranno le variazioni della massa per le variazioni della y, 
e della 2~: perciò 

^-^)drdxdydz-i-(i!^)d/dxdydz-(-(^!^)d<dxdydz 

sarà la variazione della massa di fluido per la variazione 
delle tre coordinate. Se a queste s'aggiungerà la 

(^)dtdxdydi 

variazione della massa relativamente al tempo avremo la 
variazione completa della massa. Questa deve essere zero 
per la condizione di continuità del fluido ; dunque questa 
condizione sarà espressa da * 

Se il fluido è incompressibile ò nulla la variazione del 
suo volume o della sua densità ; dunque 
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Or» nsoguilo |p riiffcrenziazioni nella (1) e tolta la (2) avremo 

quindi le (21, (3) sono le due equazioni (§ 4), che vengono 
dalla condizione di continuità pei fluidi incompressibili. 

10. nanisrii •«■apllce d' avere la forinola della 
variazione del voinme della inoleeola traolocatn. 

Ancorché non si sapesse d'altronde (Idrod. § 20), la (3) ci 

è la formula della variazione del volume della molecola 
traslocata. Infatti dal raziocinio istituito ( § 9 ) per tro- 
vare la (1) si vede , che la massa della molecola in cui 
siano variate le quattro -quantità a; , y , 2 , ( , o la massa 
della molecola traslocata è 

Se si dica dxdydr-i-dV il volume di questa molecola la (n) 
sarà uguale a 

Se nella (a) si facciano le diCTerenziazioni e néiruguagliniiza 
colla (i) si tolgano le quantità comuni ai due membri , c 
gl'inBnitesimi di secondo ordine della (à) avremo 

[(& ^ (^y> 

E si vede chiaro come con maggior facilità si è avuta que- 
sta variazione di volume (Idrod. § 19, 20). Troviamo ora 
l’cquazioni delle forze sollecitanti 

« 
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11. FarMole delle terse «•llecltmitl net moto del 
flaldl col' principio di d'Alembert. Il {irincipio di que- 
sto geometra per ridurre la teoria del moto a quella del; 
l'equilibrio è che le forze applicate sono in equilibrio colle 
forze effettive volte in senso contrario. Nella molecola che 
sempre abbiamo considerato le forze applicate sono le in- 
trinseche 

(1) X, Y, Z 

e le pressioni 



e queste contrarie alla direzione delle prime che si sono 
supposte tendere ad aumentare le x. Le forze cfretlive sono ■ 
dalla teoria della meccanica espresse dalle 
du dp dio 

dunque vi deve essere equilibrio fra le prime forzo (1) , 

(2) e le forze 

du dv die 

~ d7 ’ ~ — dT ‘ 

ora la condizione dell’eqnilibrio dei fluidi è (Idrost.§ 3) che 
i coefficienti differenziali parziali delle pressioni relativi 
alle coordino x, y, z siano uguali èlle forze secondo que- 
ste coordinate colle quali le dette pressioni sono in equi- 
librio moltiplicate per la densità : dunque 



12. L’equazione poi d'equilìbrio 

dp = y(Xdx -I- Ydy Zdz) 
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dà 


=Xdj:-t-Ydy-+-Zdz— dx — 4^ du — 
dj d< ' 



ma 


ix du 

d7 d7 



donque 

(1) — dp=Xdx-t-Ydy-'-Zd* — udu^ede — tedio. 

? 

13. SI ■•ao arate tutte l'eqnazleal per deteratl- 
aare le taeoKulte del moto del Saldi. Nella teoria 
del molo dei fluidi si domandano come in ogni al- 
tro molo le Telocità u, v, i« , e di più si cerca il va- 
lore dello pressioni p e della densità q : dunque sono 
cinque le incognite. Ora se il fluido è incompressibile ab- 
biamo cinque equazioni, cioè le tre (§ 7) delle forze solle- 
citanti e le due (§ 4) della continuità. Se il fluido incom- 
pressibile è omogeneo manca l’equazione (6. § 4), ma in tal 
caso la q costante é data. 

Nel caso del fluido compressibile o elastico abbiamo quat- 
tro equazioni cioè le tre delle forze sollecitanti e la 
(4. § 3) della continuità : ma abbiano un'altra equazione 
q=mp, relazione fra la densità, e la pressione nei fluidi 
elastici. 


CAPO II. 


Moto dei fluidi incompressibili ed omogenei. 

14. In questi fluidi si faccia la densità costante q =1 
quindi avremo. 

(o) dp=Xdj;-t-Ydy-t-Zdz — udu — edo — irdie 
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questa equazione destinata a darci la pressione sembrerebbe 
subito integrabile, perchè nel caso della natura il trinomio 

Xdx Ydy Zda 

é differenziale esatto. Ma si avverta che il Ap è il differen- 
ziale jli p relativamente alle tre coordinate x, y, s, perchè 
proviene dalla equazione dell’equilibrio (§ 12), in cui non vi 
è differenziale di tempo: imperocché per questa quantità 
si distingue il moto dalla quiete. Nel secondo membro però 
dell’antecedente equazione i differenziali di u, v, to, pro- 
venienti dalle formale generali del moto (3. § 11 : § 12) 
sono relativi alle quattro variabili x, y, z, t: onde se s’in- 
tegra.sse la detta equazione (a) s’integrerebbe più estesamente 
il secondo membro che il primo. 

Quindi per l’integrazione, nel trinomio udu-^div-<-tedto 
si dovrà separare la parte che è il differenziale relativo 
alle coordinate, dal differenziale relativo al tempo, perchè 
ncH’integraziono rispetto le coordinate questa parte rimarrà 
costante. 

Ora si ritenga che neH’oquazionc (a) il d assoluto esprima 
la differenzazione relativa alle coordinate , ed allora fa- 
cendovi la detta separazione diventerà 

d^=Xdx-+-Ydy-t-Zdz— «dtt — vdv-i-iodu) — u 

- 4 >' - 

Ma 

ud(=dx, cdt=dy, uid(=dz 

dunque avremo 

(1) d/)=Xdx-i-Ydy-<-Zdz — udu — »dt> — tedio 
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l'altra della continuità 



15. Condizione per l'Integrazione delle equazioni 
del moto. Si supponga il trinomio «djt-t-t'dy-i-icda inte- 
grabile, e che l'integrale sia K si avrà l'equazione 

(3) udx vdy -i- tedi = dK 

# 

Questa quantità K dovrà essere funzione delle coordinate 
e del tempo; delle coordinate perchè viene dall’integrazione 
di un differenziale relativo ad esse; del tempo perché pro- 
viene dall'integrazione di un trinomio che contiene ti, », to 
che sono anche funzioni del tempo. Sarà però la K fun- 
zione determinata delle coordinate, perchè è quella che 
sorge dall’integrazione relativa a queste; sarà funzione ar- 
bitraria del tempo, perchè non abbiamo condizione a cui 
questa funzione debba soddisfare. Dalla equazione (3) viene 
che «, .», « saranno coefficienti differenziali parziali della 
K relativi ad x, y, x : dunque 



dunque l’equazione (2. § 14) diventa 



Prendendo i coeSìcicnIi differenziali relativamente al tempo 
neH’equazioni (a) avremo 

'dT/~'d^^ ’ IdrMd^dt/ ’ ' d7MdId</ 

sostituendo questi valori nella (1. § 14) arreiiib 
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dj» = Xdj Ydy Zdi — ud« — pdo — tedio 



Il trÌDomio XdoM-Ydy-«-Zdz, (raltandosi di forze della 
natura dirette a centri e funzioni delle distanze dal cen- 
tro, è sempre integrabile, c questo integrale si dica V, allora 
la nostra equazione diventa 


d;> = dV — «dtt — t'dp — icd» 


/d’Kv /d>Kv ,d'K, 

II 2* trinomio negativo è evidentemente il dilTerenziale 
relativamente alle tre coordinale: dunque potrà 

esprimersi per essendosi fissato il d assoluto per diffe- 

renziale relativo alle tre coordinate: con ciò avremo 


j|jr 

d|>=dV — «da — *d* — «die — d. • • 

Dove l'integrale è tutto relativo alle coordinate, e d'im- 
mediata integrazione, quindi avremo 

fàK, 


(5) p = V-l(u’- 




Non accade di dovervi apporre la costante arbitraria, 
perchè la costante nel nostro caso deve essere funzione di 
t che si è supposto costante nell’ integrazione , e la K 
è funzione arbitraria del tempo. 

Posto tutto questo si vede chiaro il metodo da tenersi 
per avere coll’integrale le quatlro incognite del nostro caso, 
cioè u, V, u>, p. Si dovrà integrare l’equazione (4) d’onde 
si ricaverà il valore di K. Quando questo si abbia coll’equa- 
zioni (a) e (5) si troveranno le dette incognite. 
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TulCo ciò suppone che udi-^-edy-t-iedi sia un differen- 
ziale esalto ; vediamo i casi in cui lo é. Ma prima di- 
mostriamo che se quel trinomio in uu dato tempo é dif- 
ferenziale esatto, lo é sempre. 

Dall'equazione (1. § 14) ricaviamo 


=Xdi-+-Ydy-<-Zds — ud« — «do — tedio — d;; 

il secondo membro £ un differenziale esatto, dunque lo é 
anche il primo. Supponiamo ora che nel trinomio 

udx vdy tedi , 

cioè in u, «, tc il t diventi (-*-d<, ciò è lo stesso che scri- 
vere lo stesso trinomio più il suo differenziale relativamente 
al tempo; dunque avremo 

Mdjr-+-cdy-t-»d*-t-^^ jdtdjr-i- ^jjjdtdy-*- ^^^dtdz 

ora di* questi due trinomi il secondo è il primo membro 
deH’equazione(6) moltiplicato per d(,dunque come questo,cosl 
quello relativamente alle coordinate sarà un differenziale 
esatto; cioè uda:-<-»dy-nedi, che nel tempo t per ipotesi è dif- 
ferenziale, esalto lo è anche nel tempo l-t-dt. Ora si potrebbe 
andare innanzi ad un altro tempo d( e così successivamente; 
perciò è vero che se quel trinomio è differenziale esalto in 
un tempo lo è sempre. 

Dopo ciò se il fluido incomincia a muoversi dalla quiete, 
al principio abbiamo u=0, r=^0, <ii=0, e perciò il trino- 
mio udj:-<-ody-t-«)di sarà un differenziale esatto ; e 1’ in- 
tegrale sarà una costante, cioè funzione di tempo. 

Se il fluido incominciasse a muoversi per una pressione 
uguale in tutti i punti, in questo caso u, v, to sarebbero 
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costanti r perciò quel trinomio sarebbe immediatamente in- 
tegrabile. 

Se anche la pressione non si distribuisce ugualmente in 
lutti i punti, nei diversi punti w, t>, te sarebbero variabili; 
ma volgendo queste velocità in senso opposto, — u, — c , — u 
formerebbero equilibrio. Ora neH'equilibrio le forze mol- 
tiplicate per i dilTereiiziali delle rette secondo cui agiscono, 
cioè nel caso nostro — udor, — cdx, — icdr debbono dare un 
diflerenziale esatto (Idrost. § 20) ; dunque anche in questo 
r<vso il trinomio proposto al principio è un differenziale 
esalto. 

Dairantccedenlc ragionamento non ne discende, che se il 
trinomio«dx-<-i;dy-t-tt'dz non è dilTcrcnziale esatto non si pos- 
sano coir integrazione avere gli clementi del moto. Basta 
un solo caso per verincare la proposizione, e per questo 
sceglieremo il moto equabile ' d’una massa fluida intorno 
ad un asse. Sia questo I’ asse delle z ed &> sia la velocità 
angolare. 

Si consideri un punto che rotando 
in un tempo infinitesimo descriva 
l’arco DF. Se sia r il raggio DC, 
sarà ru la velocità di rotazione in- 
torno all'asse del punto D diretta 
secondo l'elemento DF. Si decom- 
ponga la velocità ru secondo DF in 
due l'una secondo DE , e l’ altra 
secondo EF, che sono i differenziali 
dx, dy delle coordinate CB=x, BD=y del detto punto. Le 
delle componenti saranno rucosFDE, rucosDFE. 

Ora cosFDE= — -- , cosDFE= ^ . Inoltre i triangoli 
ds ds 

simili DFE, DBG ci danno , dunque le 

. ds r ds r 

componenti di ru secondo gli assi delle x , e delle y sa- 
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ranno — yu, ri) : perciò avremo «= — yu, v^x'j, w=0. 
Dopo ciò il Irimonio «dr-j-i’dy-t-wds sarà nel nostro caso 
u(rdy— ydr), che non è corto differenziale esatto mancan- 
1 ' 

dogli il moltiplicatore — . Intanto sostituiti questi valori 

nell’equazione (a. § 14) avremo p=\ — i w’(x‘-<-y*). 

16. Ipotesi di moto per eoegoire l' Intecrazioni 
delle forinole ^'enerall del moto. L’integrazione del- 
l’equazione (4. § 15) presenta una difiGcollà insormontabile 
quando si rimanga a differenze parziali per tre variabili; 
quindi per dare un saggio di trovare i valori delle quattro 
incognito supponiamo, cbe il moto si possa ridurre a due 
coordinate. Questo si avrà quando immaginiamo il fluido 
in moto diviso in tanti strati paralleli secondo il moto stesso 
e che le molecole che si trovano nei singoli strati durante 
il moto non li abbandonino. Allora supponendo gli assi del- 
le X, y in uno di questi strati avremo la sola equazione 



che imprendiamo ad integrare. Perchè questa integrazione 
serva ad altro caso interessante, che è quello delle corde 
vibranti, integreremo l'equazione 



che diverrà l’antecedente se a^*= — 1. 

17. integraxlone dell’eqaazloBe a dlBIereoze par- 
ziali aeeande di due Tarlablll. Si ponga 
(a) dK=|)dx-+-ydy , 

p, q sono funzioni delle due variabili x, y ; quindi 
(A) dj)=rdx-t-jdy, dy=sdx-*-<dy (c) 

Dalla (a) abbiamo 

dK\ /dK 
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e da queste 

\dx* ' ’dx/ ’ ' dy* ' ^dy 
Dalle due (i), (e) abbiamo 



dunque 



e sostituendo queste quantità nella 



sarà <=a*r. Sostituito questo valore di ( nella (c) avremo 
dy = fdj: o’rdy. 

Se sommiamo quest’equazione colla (à) moltiplicata per a, 
avremo 

dy adp = »dx -t- o’rdy -t- ardx osdy 
= (s -I- ar)dx -t- a(» ar)dy = (* -f- or)(dx -t- ady). 

Il primo membro di quest'equazione é un differenziale esatto 
dunque lo deve essere anche il secondo, per lo che si ri- 
chiede che t-t-ar sia F"(x-t-ay) ; dunque avremo 
dy adp = F"(x -+- ay)(dx -i- ody), 


ed integrando 

(d) y-t-opc=F'(x-t-ay). 

Ma a essendo radice di a’ può essere anche — a; ammet- 
tendo dunque quest’ipotesi neircquazione (d), ed avvertendo 
che per questo si muta la forma della funzione di x-t-ay, 
avremo q—ap=f{x—ay). Sommando questa e sottraendola 
dairanteccdenic equazione avremo 

y = i F'(x ay) -f- 1 f{x — ay), 


-Pigitir;'^ h)i Ogie 


I 
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Si sostituiscano questi valori A\ p t q nella (a\ avremo 
dK == ^r{x-*-ay)— f (x— ay)-t- "y^~ 


1 1 


*= ^^'(x-*-ay)(àx-^-aày) — — f(x—ay)(Ax—aAy), 
ed integrando 

ossia per l’indeterminazione delle due funzioni avremo fi- 
nalmente 

K=F {x->-ay)-*-f{x — oy) 

e se si tratta della nostra equazione in cui o=t/ — 1 avremo 

■ (S) - (dT)=“’ 

e K=F(a;-^yt/— yi/— 1). 


Trovato il K troveremo le velocità u, e o. Infatti 

«=(^)=F'{^^yi/-i)-r(*-yK->) 

»=(^)=[F'(x-v-yl/--l)-/V-ytA_l)]l^_l 

1 (u’-i-«’)=2F'(a:-»-yt/^— l)/"(x — y\/ — 1) 
sostituendo questi uella formula (5. § 15) avremo 

p=V-2F'(xH-yi/-l)(r(x-x|/ - !)- (^) . 
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Polrpino avere di più l'equazione dilTerenziale delle curve 
che descrivono le molecole. Infatli abbiamo 

. u= ^ =F'(z:-Kyl/— l)-v-/’(*_ y/--!) 

(2) r= =[F'(x-v-yl/^-l)-r(*-yl/-l)V-l 
e dividendo la 2" per la 1" sarà 

d_y ^ x¥'lx-^yi/--ì)-r{x-y[/-ì)MA-l 
dx F'(x-t-y [/ — 1 — y ^ — 1 ) 

che ó l'equazione domandata. Manca di trovare le forme K 
cd f delle funzioni. 

18. Appllcaslone delle formole anteeedeati ad on 
caso partleelare.Per non avere due incognite supponiamo, 
che il molo di cui trattiamo sia cosi regolare che lo molecole 
che una volta cominciarono a percorrere l'asse delle x non 
lo abbandonino. In questo caso tali molecole non hanno ve- 
locità secondo l’asse delle y; quindi y=0, o=0. Se ammettia- 
mo questa ipotesi nel valore di v (2.§17)troviamo F'(x)=f'{x), 
dunque la forma della funzione F', é la stessa forma di [' 
e perciò anche la forma F della funzione, è la stessa che la 
forma f. Quindi nelle formole antecedenti alla F', sostituire- 
mo ,c perciò l'equazione della traiettoria delle molecole sarà 

dx /’(Jr-Hy^/_l)_^-/^(x-yl/■— 1) 

Si moltiplichi l’equazione per — 1, c successivamente si 
aggiunga e si sottragga dalFunità, e si riduca allo stesso 
denominatore ; avremo 

dx-t-dy!/” — 1 2/'(x — yj/" — 1) 

dx “ f(a:-f-yi/^— l)-v-f (x-yl/ —1) 

dx — dyl/" — 1 2/*(x-<-yl/" —1) 

dx “ f(x->-y[/ —\)-^f’(x-y\/^—\) ' 
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c dividendo la 2® per la 1“ avremo 

dxZdyl!^Il r(x-y|/-l)-/'(x-^yi^-l)=0. 

Per determinare la forma f, si faccia x-t-y[/^ — l=*-t-As , 
X — y\Z^ — 1 = ». Supponiamo poi che le pareti den- 
tro le quali il fluido si muove in piani , o in veli 
siano due piani verticali, talché rinlersezioui di questi veli 
colle dette pareti siano due rette, delle quali l’una la pren- 
deremo per r asse delle y. Se dall'intersezione delle dette 
due rette si computino le ascisse, potremo porre y = ax. 
Fatte queste sostituzioni nell' equazione antecedente (a) , 
avremo 

\Z%^\ 

Avendo poi 


x-t-ax[/^ — l=»-t-A», X — curi /' — l=*i 
da esse avremo 


ma dalla seconda 


A» = 2(ir|/ — 1 : 


dunque 


ì—ay —ì ' 


A»= 


2o»(/"— 1 A» 2oi/ — 1 


1— op^— 1 ’ » ~ l_ai/ — 1 ’ 
cd aggiungendo l’unità sarà 

»-t-A» 1-4-al^— 1 


rovesciando 


»-t-A* 


\—ay^ — 1 

ii;:^j73ì ’ 
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c prendendo i logaritmi neperiami, sarà 

I 


ma abbiamo 

1 


à.l.- = l. 

t 


l-H-aj/ — 1 

1 


-A* ' 


A 




dunque 




Nella nota (*) si prende ad integrare un equazione a dif- 
ferenze finite che paragonata colla nostra supcriore 
1 — al/ — 1 


ci dà 


— 1 


f{s.)~(^{s-*-At)=0, 


r(»)=y. 




\-^al -1 ’ 

B=1 , X>=0 ; dunque rcquazionc finale in y della nota , 


(*j Sia proposta l'equaiione a ftiOerpnie finite Ay — By':=' X per 
Iravare la faniionc y In quest 'rquaiione y, A, B, X tono Funiioni (ti 
X, e la y' è ciò che diventa y quando in essa ti pone x-t-Az in luoQO 
di X. Si faccia 

y = e“. < , 

tari 

quindi l’eqiiaiione proposta diventerà 
OMÌa 

t-B e“-^^“AI=X. 

Potendoci servire a piacere di una delle due variabili « , t , facciamo 

A — B«^'*=0 , da questa abbiamo Au=t. ^ , c «=i/. ^ , 

B B 
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ì-al/ - 1 
1 -t-aj /— 1 


ma avevamo 


dunque 


I. =A. (. 

ì-t-ay — 1 


avvertendo che la somma colla differenza si 


quindi 


u-t-Au 


B B 


«-*-Au 


. * A 


5 A . 

n» e ~ 0’ 


«H-Att A ^'b 
* ~ B * 


Dall’ipotesi fatta dell’eguaglianza a zero, abbiamo — 


e ponendovi il valore antecedente j**^^** ^ avremo 

X 1 

— Ae A<=X, A<=“— - a , 

A 

^ A 
V — i*- 

I f* V ^ « B 
ta-C — e , 

A 


e 

quindi 


V A 

if=« t — t “ 


X B 

0 - 1 ^ • ® 


distruggono. 


Be“'*‘^"A<=X, 


Digitized by Google 


— 128 — 

/.I 

» 1 

Avvertendo ancora che e = - > avremo Gnaimculc 

s 

e 

f{i)= — , ossia sostituendo invece di s, x — yl^ — 1, ed av- 
vertendo che la radice può essere positiva e negativa , 
otterremo 

r(x±yl/-l)= ^ 

Ora avevamo 
,dK 


jf=±:yl/ - 1 

« 


dunque 


dK= 


Cd* 


Cdx 


—1 X— yl/ — 1 ’ 


ed integrando 

K=CI.(x-^-yl/^— l)-+-C/.{x— yl^— l)=Ci.(x’-i-y^). 


Avevamo ancora 


dunque 

M= 


u=f{x-^-y\/^—ì)-^f(x—yl^—ì), 
e=[/’(x-v-yl/ -l)-/’(x-yl/ -l)]l/'-l 

C C 2Cx 


dx 

Tt 


a;_,_yj/_l x—yV' — i x^->-y^ 

' _ / C C \ 2Cy _ ^y 

*’ \x-i-M \/' — 1 X— ylA— 1' x’-i-y» dt ’ 


■ ■ ■ y 

e dividendo la seconda per la prima sarà -p = - , 

dx X 


xdy — ydx=D , ossia 


^i^xdy-ydx^O^ 


ed in (cgraiìdo - =G . 

X 
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Da ciò si ricava che le molecole nel moto descrivono lince 
rette. Avendo determinato la velocità del ilnido si avrà la 
pressione dalla formolo 

che nel caso nostro ò 


p^\- 


2C _ 

\ df) 


CAPO III. 

Formale generali del moto dei fluidi ricapo<« 
dall' equazione generale dell’equilibrio dei 
eittemi qualunque basata sul prin- 
cipio delle velocità virtuali. 


19. Eqaazlane delle farse aallecltantl. Per servirci 
di questa equazione (Idrost. § 9) faremo uso del princi- 
pio di d’ Alembert (Idrocin. § 11). Si ritengano tutte le 
quantità , e loro simboli come nei paragrafi antecedenti 
deiridrocinamica. Egli è chiaro che le forze che sono in 
equilibrio sono (I) X, Y, Z c 

du de dtp 
( 2 ) - ; 


le prime (1) tendono ad aumentare le coordinate, e le al- 
tre (2) a diminuirle •, quindi per li fluidi incompressibili 
nella formolo (A) (Idrost. § 11) invece di X, Y, Z si do- 
vranno porre ri.speltivamcnte 


X-^- 


du 

d( 


» 



Z-»- 


dtc 

d7 


Si 

la 


avverta però che il d che si trova in questi valori è 
variazione pel moto reale del sistema , mentre il d 


9 


— 130 — 

che si trova nella espressione (Idros. § il) 

è relativo al passaggio da un punto ad un altro del siste- 
ma ; quindi questo d si cambierà in D, onde la forinola 
deU’equilibrio nel caso nostro sarà espressa da 

dalla quale avremo (Idrost. § 13) 



queste daranno 

{a) DX=v[(X-^ i“) Dx-^ (V-^ Dy-^ (z^ ^)d.] 

S<> il fluido 6 compressibile o elastico otterremo la stessa 
furinola (Idrost. § 19). 

‘20. Eqaazloae della eontlBaltà del flald». Oltre la 
formola del moto nei fluidi si richiede quella che esprime 
la così detta continuità del fluido, cioè l'invariabilità della 
mas.sa della molecola (Idroc. § 2). Questa è d.jDxDyDr=0, 
dove la I) esprìme la variazione passando da punto a punto 
del fluido, e la d passando da luogo a luogo dello spazio 
a causa del moto. L’equazione antecedente ci da 

q DxDyDz = c , 

ove e è una costante. Prendendo in questa i logaritmi ne- 
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pcriani, e differenziando per d sarà 
^ ^ d.DxDyPz 
' ' q- DxDyD* 


ora (Idrod. § 22) 

(2) ' d.DxDyDz=DxDyD*(^ ^ 


Ddz ' 
D* / ■ 


Ove si ó posto il d invece del i perchè ambedue sono se- 
gni di variazione di moto. Sostituendo il valore (2) nella 
(1) sarà 



Inoltre abbiamo 


Ddx 

D:r 


Ddy 

Dy 




dz=wdt, dy=vdt, dz=«ed<, e 


ossia sostituendovi i valori antecedenti di dx, dy, dz sarà 



dunifue sostituendo questo valore in (3) avremo 



ove si è tolto dalla differenziazione per D il dt, perchè que- 
sta quantità non può aver variazione da punto a punto 
del sistema, da cui è estranea. Ura è indifferente la natura 
della variazione nei coefficienti differenziali , talché per 
,. n« . da 

esempio in vece di — .si può porre ^ : dunque so si 
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faccia queato cambiamento nell’ equazione antecedente , si 
moltiplichi per q, e si divida per dt avremo 



e cosi degli altri, quindi avremo per la continuità del fluido 
l’equazione 



come si è avuto in due altre maniere (Idroc. § 3, § 9)- 
21. C«BdUioiie per rintc(r«Miltà dell'efBaalMe 
delle forze oollecltontl nel daldl omocenel. Sup- 
poniamo il fluido incompressibile ed omogeneo. In questo 
caso si pud porre 9 =!, quindi avremo ((a) § 19), suppo- 
nendo 7idx-«-Ydy-t-Zdz=dV, come si può porre nel caso 
della natura, 

.. dw de die _ 

dX — dV= — D*-*- -r Du-i- — Di. 
di di * di 

Prendendo i differenziali di « , o , 10 relativamente alle 
quattro variabili x, y, z, I, e ponendo invece dei dx, dy, dz, 
che ne risaltano i loro valori udì, cdi, tedi avremo pel se- 
condo membro 
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nella quale espressione si è posto dx , dy , ds invece di 
Dj-, Dy, Di perchè è indiflerentc la natura del differen- 
ziale nei coefficienti differenziali 



1 


Se si prenda il differenziale di 

ll’-t-O’-t-W)* 

2 


relativamente alle coordinate l'equazione antecedente evi- 
dentemente si trasforma in questa 


dX-dV= 


d.(tt*-t-c>-H-«i*) 




/do 


diov 


-*ÌTy ~ ~ S)( ”’***-’“** ) 


du 


dui\ 


Vdy 




die 


dy 


Affinchè questa equazione sia integrabile rispetto le coor- 
dinate si richiede solo che sia differenziale esalto relati- 
vamente a queste variabili il trinomio 



ossia, perchè la differenziazione relativamente al t non mo- 
di6ca questa condizione , affinchè 1' equazione antecedente 
sia differenziale integrabile relativamente alle x, y, z si ri- 
chiedo che il trinomio wdx -i- ody wdz sia differenziale 
esalto relativamente alle stesse variabili. Infatti quando 
ciò avvenga debbono aver* luogo l’equazioni 

du do du die do dio 
dy dx ’ dz dx ’ dz dy ' 
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Or quutc anonllano i termini seguenti 



nell’equazione (a) ; dunque veramente l’integrabilità di que- 
sta equazione dipende dalla condizione che il trinomio 
udf-»-«dy-i-iedz sia diOerenziale esatto : ciò combina col- 
l’equazione (1) (Idroc. § 14), dove si vede che l’integrabilità 
di detta equazione dipende dall’integrabilità del trinomio 

o del trinomio udx-^-t>dy-t-lcd^. 

Si é detto che tanto è dire che il trinomio 

(s)-" (a?) 

sia differenziale esatto rispetto alle coordinale quanto è 
dire che lo sia il trinomio uda:-a-tidy-+-iedz. Infatti so que- 
sto lo è deve essere 

du dv du die de die 

dy dx ’ di djc ’ d* dy 

Ora se hanno luogo queste equazioni, prendendo i coef- 
ficienti differenziali rispetto il ( avremo 



, d>U V _ 



'dydl' 

'dxd</ ’ 

(l) 

,d’tt > ydMe \ 

'dzdt' ■ Vdxdt/ ’ 

,d’e \ /d’ir \ 


\dldtl ~~ Vd^/ ■ 

Ora 

queste sono le condizioni ■ perchè il trinomio 
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sìa un differenziale esalto rispetto le coordinate : dun- 
que se udx t>dy -+- iodi è differenziale esatto rispetto lo 
coordinate lo è pure il trinomio 



Viceversa se questo lo è si dovranno verificare 1’ equa- 
zioni (1) ; dunque integrando relativamente al ( avremo 

/dwi dov 

'diMdP' ’ VdlM^/ 

che sono le condizioni onde ttdj;-)-edy-i-iodx sia differen- 
ziale esatto rispetto le coordinate. 

22. Caso eoteao la cal •! verlflea la candialeae 
deirintegrabllltà dell'eqaazione deile forze aolle- 

cltaatl» Il trinomio «dx-t-ody-f-tcdi oltre i casi enunciati 
fidroc. pag. 119) è differenziale esatto quando le velocità 
u, V, to sono assai piccolo come nelle piccole ondulazioni. 
Infatti nell’equazione (a) trascurando i termini ove queste 
quantità piccolissime sono moltiplicate per dx, dy, dz avremo 

in cui perchè il primo membro è un differenziale esatto re- 
lativamente alle coordinate lo deve essere anche il secondo. 

CAPO IV. 

Molo ptrmonenle dei fluidi petanli. 

23. Le formolo generali del moto presentano una diffi- 
coltà insormontabile nella loro integrazione, quindi fa duopo 
ricorrere ad una ipotesi, che combinandosi quanto più si 
può coi casi usuali dia formolo trattabili col calcolo in- 
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legralo. Questa ipotesi è il cosi detto moto ptrmanente dei 
fluidi pesanti. 

24 . Definizione del moto permanente del flnidl 

peaantl. In un fluido pesante in moto si consideri una linea 
verticale ed un piano ad essa normale in un punto qualun- 
que che faccia nel fluido una sezione: nel moto in proposito 
le molecole del fluido passano per questo piano tutte colla 
stessa velocità, c con direzione normale ad esso; la indicata 
linea si dirà la direttrice. Tutto il fluido poi in moto man- 
tiene la stessa configurazione, o disposizione delle molecole. 
Da questo ipotesi si ricava subito una equazione che ci 
esprime la costante configurazione del fluido, o la costante 
disposizione delle di lui molecole, e che ci da la relazione 
fra le velocità e le sezioni del fluido nelle quali esse hanno 
luogo. 

25 . EqnBzioMe fra le veloeltk e le aezianl. Sia y 

una sezione ad un punto qualunque della direttrice, u la 
velocità delle molecole in questa sezione. Si dica f la se- 
zione in un punto fisso della direttrice, e c la celerità delle 
molecole in questa. Per fissare le idee si supponga, che f 
venga dopo y , ossia che le velocità nella sezione y siano 
dirette verso la f. Poiché u, c sono spazii percorsi in una 
unità di tempo, essendo questa arbitraria, sia infinitesima; 
in tal caso u, c sono lincole rette infinitesime percorse dalle 
molecole, e nella nostra ipotesi saranno normali ai loro piani, 
cioè parallele agli elementi corrispondenti della direttrice, 
che pur sono normali ai detti piani. Ora la invariabile di- 
sposizione delle molceole del fluido in moto richiede,che que- 
sti spazi percorsi da esse siano riempiti di fluido; dunque 
M, c sono lincole fluide normali alle sezioni y, f, perciò ci 
daranno due strati di fluido, o due prismi di basi y, f q 
di altezze m, c : quindi questi prismi saranno yu, fe, che 
saranno due quantitativi di fluido che nello stesso tempo 
passano per lo detto sezioni. Ora la costante disposizione delle 
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molecole richiede, che nello stesso tempo tanto fluido passi 
per f, quanto ne passa per y : perché se più ne passasse 
per { il fluido fra le sezioni y, t si diraderebbe, e si con- 
denserebbe nel caso contrario, e quindi non vi sarebbe l’in- 
variabilità della conGgurazione del fluido: dunque yu=fe. 

L’equazione yu = fc tiene il luogo dell'equazione della 
continuità del fluido, ebe produceva (Idroc.$15) l’equazione a 
differenze parziali di secondo ordine, nell’integrazione della 
quale consisteva tutta la difficoltà. 

26. Se le densità nelle sezioni y , f fossero disuguali o 
q, q' si avrebbe qyu=q'fc. 

27. Detormlnaaleae della Telaeltà nel mata per- 
maaeiite del flaldl peaaati omogenei. Nella formola 
generale (Idroc. § 12) 


(1) dp=y(Xdj^+-Ydy-«-Zdz — udu — od» — lodtc) 

sarà 

X = Y = 0,Z = j, g=l 


si dica u la velocità verticale della molecola fluida avremo 
(a) gdp <=■ yd* — tidu, 
che integrata ci darà 

gp = gz — i a* C. 

. . . fe . 

Vi si sostituisca — invece di u c sara 

y 

(A) gp=gt— i ^ 
y’ 


Si dica m la sezione suprema dei liquido, c supponendo 
che il piano delle xy sia in questa sezione, in questa sarà 
z=0. Sia poi A la pressione nella detta sezione. SLdica B la 
pressione alla sezione f distante di x dalla suprema. Si porti 
la (b) a questi due limiti , avremo pel limite superiore 
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e per r inferiore h — gx — 1 Sottraendo questa dal- 
l'antecedente equazione avremo 

A — = 

\ m’' 


(«) 



2(A— B) -4- 2gx 



Se questa equazione si moltiplica per - avremo la cele- 
rità ad un’altra sezione qualunque y. 

Nell'equazione (c) sono incognite A, B: ma se si suppone 
che la sezione f sia l'orifizio o la luce del recipiente den- 
tro il quale si muove il liquido, le quantità A, B sono le 
pressioni dcH’aria atmosferica, che potendosi supporre uguali 
nei comuni recipienti di non grande altezza, sparisce in (c) 
la loro differenza, e quindi avremo 

m’ 


28. Proponlxloae di Torrieelll. Selaluce sia assai pic- 
cola in confronto della sezione suprema sarà assai piccola la 

f 

frazione ~ , e quindi assai minore la — , che potendosi 

tH ffl’ 


trascurare in confronto dell’unità, avremo c=^2yz. Cioè il 
liquido esce dall'orifizio colla velocità dovuta all’altezza del 
livello sopra di esso. Si avverta che l’intrinseco del moto 
permanente éf , che la velocità in ogni sezione è indipen- 
dente dal tempo; il perchè abbiamo potuto integrare l'equa- 
zione (o) (§ 27). 
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29. Velleità ael mot* permimentc del flaldl cia- 

allel. In questi fluidi q=kp. Si sostituisca questo valore 
in ( (1) Idroc. § 27) ed avremo 


^kgdt — Audtt. 
P 


Se p' sia la pressione nella sezione f, l’equazione qyu‘=q'fc ci 
da u = : integrando dunque l’equazione antecedente e 

py 


sostitnondovi questo valore di u sari 


glp=kgx- 


k p'*f^e^ 

■i Tv 


-+-C 


e portando l’integrale ai limiti del livello e della luce nei 
quali y—m, y=fì *=0, *=a; p=A, j»’=B, avremo 



2gka- 


-V j 


*(*- r-) 

\ A> mV 


Se /* sia l’orifizio le quantità A , B sono le pressioni at- 
mosferiche, che nei comuni recipienti sono uguali, onde 

I ^ =0; quindi 



30. Forinola della preaaioae nel laidi omoge- 
Bcl pcoanti* Riguardo alla pressione abbiamo ( (6) § 26) 

r‘e‘ 

gp^gx- i — -+-C. 

Per determinare la costante portiamo I’ equazione al li- 
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Tcllo dove gp = A, cio<^ 6 n|^ualc alla pressione dell' aria 
atmosferica, la s è zero, la y— m quindi 




-e : 


sottraendo questa dall'antecedente equazione avremo 

p=k-*-x — f‘ — — — ) 

^ 2y 'y 

Da questa si ricava che la pressione è costante per tutta 
la sezione y. Se la luce è molto piccola relativamente alla 

sezione suprema si trascurerà il termine — , ed avremo 

tu 

p=A-+-i— ^ . Y 
y’ 2y 


se si faccia — = a sarà a 1’ altezza dovuta alla velocità 

2y 

della luce, od — a sarà l'altezza dovuta alla celerità nella 

y^ 

sezione y : quindi la formula p = A-i-z— — .a dice , che 

la pressione in una sezione qualunque è la pressione atmo- 
sferica, più la differenza dell’ altezza del livello sulla se- 
ziono, e Tallezza dovuta alla celerità nulla sezione stessa: 
la prima si può dire altezza idrostatica, l’altra altezza idro- 
cinamica. 

Se poi la luce fosse molto piccola eziandio rispetto qua- 

c* 

lunquc sezione, si può anche trascurare il termine — . ^ 

^ y> 2y 

e quindi p=k-t-z : cioò le pressioni nelle diverse sezioni 

sono come se il fluido fosse in quiete. 
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CAPO V. 

Dtl moto lineare dei fluidi omogenei peeanti. 

31. Rifleltcodo sul moto permanente dei fluidi che abbiamo 
trattato si vede, ebe questo consiste nel moto delle mo- 
lecole secondo una direttrice , cioè un moto tale che le 
molecole passino per le diterse sezioni normali a que- 
sta linea, con velocità di direzioni normali alle dette se- 
zioni , e che in ogni sezione la velocità in tutti i punti 
sia la stessa, e costante in tutta la durata del moto: quindi 
in questa ipotesi le velocità essendo indipendenti dal tempo 
si è potuto fare l’integrazione della formola (ldroc.§12) come 
si presentava, supponendo che i diflerenziali nel trinomio 
«du-»-vdt)-i-iodu> fossero diflerenziali riguardo alle coordi- 
nate, come riguardo a queste erano i diflerenziali in dp, 
e nel trinomio Xdjc-^Ydy-t-Zdz. Abbiamo poi ricavato che 
la pressione in tutti punti della stessa sezione è la stessa, 
e che nou varia al variar del tempo da cui si è trovata 
indipendente. 

32. Ca*« In enl ha InoKO il moto permanente. 

Questo moto permanente ha luogo nella discesa dei fluidi 
pesanti omogenei come l’acqua nei recipienti prismatici ver- 
ticali, dai quali il fluido esce per un foro, e si mantiene tale 
sino ad una certa distanza da questo. Ciò si ricava dalla 
esperienza, e con piccola riflessione si vede ragionevole. 

Infatti in cotal moto verticale le molecole si muovoìio pa- 
rallelamente alla direttrice, linea retta verticale, e per qua- 
lunque sezione orizzontale passano con la stessa velocità 
per tutta la sezione , e costante nella durata del moto, e 
la pressione è costante in tutti i pupti della sezione ed a 
qualunque tempo. 


— U2 — 


Per vedere in quali altri casi avvenga colai molo rica- 
veremo dalle equazioni generali del moto quella del moto 
verticale di un fluido omogeneo pesante ritenendo che in 
ciascuna sezione per tutti i punti la velocità sia la stessa, 
c che possa variare durante il moto cioè che sia variabile 
e per la posizione della sezione, e pel tempo. Chiameremo 
moto lineare questo moto ; quindi molo lineare è quello 
in cui il fluido mantenendo da stessa disposizione di mo- 
lecole esce delle sezioni normali alla direttrice con dire- 
zioni parallele a questa, e con velocità costante per ogni 
sezione ma variabile col tempo. 

33. Bllennione «alla formala else eaprimc l'Inva- 
riabile dlaposlsione delle moleeole nel moto li- 
neare. In tal caso nella equazione yu=/c, la f sarà co- 
stante j la e sarà funzione del tempo perché - velocità in 
un determinato luogo ; la y dipenderà dal luogo e perciò 
sarà funzione di una ascissa presa sulla direttrice ; e la u 
finalmente sarà funzione di questa ascissa e del tempo. 

34. Vormola del moto vertleaie del fnldi omone- 
nel pesanti. Ricorrendo ora alle equazioni (Idroc.§14) ab- 
biamo nel nostro caso \:=Y=:0, 1=g, e supponendo il liqui- 
do omogeneo si porrà ^=1. Non avendo luogo che le ve- 
locità verticali sarà u=t>=0. Quindi spariscono le due prime 
equazioni, e ponendo nella terza u invece di w, colle dette 
sostituzioni avremo 


gip du du 

dz ^ dt dz 


Dall’ equazione u= — prendendo il cocfTicicnte diflcren- 

ziale prima rispclto il tempo poi rispetto la z coH’avvcr- 
lirc che y é funzione di z, e c é fnnzionc di t avremo 


du /de du fcày 

dt yilt ’ dz. y’dz 
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quindi 


y 


jdp=jd 


df y 

cd inlcf^rando rispcUo la x sarà 

(1, ,=c-._ [t rt-C.f. 

gAtJ y y’ ‘2y 

Se si suppone in questa che la celerilà delle sezioni non 
dipenda dal tempo sparirà il termine 


/de /’dj 
gdl»J V 


dz 

y 


in cui dc=0, c si avrà per c il valore trovato (Idroc. § 27). 

35. Mot* «eeondo una direttrice qnalnnqne» Si 
supponga ora che il fluido animato dalla sola gravità si 
muova secondo uua direttrice qualunque. Si cali una Ver- 
ticale da un punto di questa direttrice, e su di questa si 
prenda un'ascissa l, dall'estremità della quale condotta una 
orizzontale limiti una ascissa x nella verticale. Al punto 
di ascissa l s'intenda fatta nel fluido una sezione y nor- 
male alla direttrice, ed aH'ascìssa sia fatta un'altra 

sezione parallela alla prima. Queste due sezioni racchiu- 
deranno una falda fluida , che si potrà considerare come 
un prisma di base y e di altezza df. Se sia uno la den- 
sità del fluido e y la gravità , l'espressione gyAl sarà il 
peso di questa falda. Sia f l'angolo che la df fa colla dz; 
in tal caso yydfcos^ sarà la componente del peso della falda 
secondo la df, cioè secondo la direzione della velocità delle 
molecole che passano per la sezione y. Si supponga costante 
la pressione su tutta la sezione y , e si dica gp. Questa 
sezione sarà spinta secondo il moto del fluido dalla pres- 
sione gpy, e in senso opposto al moto nella sezione infinita- 
mente prossima, la falda fluida sarà spinta dalla pressione 
{p-*-Ap)gy : dunque totalmente la falda sarà spinta in di- 
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rezionc contraria al moto dalla pressione gyAp : ma se- 
condo il moto era -spinta dalla forza ^ydlcosf dunque secon- 
do il moto sarà spinta dalla forza yyd/cos^— yydp. Se questo 
quantitativo di forza si dividerà per ydl massa della falda 
respressione 

yyd/cosy— jydp 


ydf 


sara 


forza di una unità di massa, c questa dalla mcc- 

• j j 

carnea è espressa da — : dunque 


dtt yydfcosp— yydp 

d( yd/ 


ossia dtt.— = ydfcos 9 — ydp. Ora cioè differenziale dello 


spazio diviso pel differenziale del tempo, è la velocità u, e 
dlcosgi è dz, perchè df è ipotenusa, dz è cateto, e sono due li- 
nee che fanno l'angolo dunque avremo ydp=ydz — udu(a). 

36. Rlleaslone «Nlla eqaaalaMe avata. Questa equa- 
zione sembra integrabile; ma si avverta che il differenziale 
di p dipende daH’asci.S!;a f , o z. Infatti è provenuta dal 
passare dalla sezione in l alla sezione in il differenziale 
però in dtt, proveniente dalla teoria generale del moto,e perciò 
differenziale in tutta la sua estensione cioè relativamente 
alla f, o z , ed al tempio. Se dunque s'integrasse I' equa- 
zione come si presenta integrabile (§ 35) s' integrerebbe 
più estesamente il secondo membro ebe il primo : quindi 
è duopo prima di fare l'integrazione di separare in dtt il 
dilTerenziale relativo alla z dal differenziale relativo alla i, 
perché integrando.si il dp, ed il dz dell'equazione, s'inte- 
grerà quella prima parte supponendo costante la seconda. 

37. nodiacnzionc •nll’eqnazIoBe. Per questa sepa- 




razione è opportuna l'equazione u= - , dove la c , 


le 


Digitized by Coogle 


- 145 - 

y sono funzioni separate Tana del t, l'altra delle DifTe- 
renziando dunque e sostituendo in ( a- § 35) avremo 
/^fdc /^c’dy 

p- : 

ossia perché 

fc il 


sarà 


y ** d< 


=gdz~ 

de 


ydp=ydz . 

dt y y> 


In questa equazione la frazione è la sola che contiene 

la differenziazione relativa al tempo : quindi integrando ri- 
spetto l'ascissa x avremo 


C- — fi i- 

yd<»/ y y’ ’ 2y 


38. Confronto del moti secondo ano direttrice 
verticale, ed oblliioa. Se si confronta questa equazione 
colla ( 1. § 34) relativa al moto verticale del fluidosi vede, 
che differisce solo in questo, che in quella il differenziale 
sotto l'integrale è relativo alla direttrice verticale , e qui 
si riferisce alla direttrice obliqua. Quindi se l'obliquità sia 
di poco, o la / assai piccola, o la y assai ampia il moto secondo 
questa direttrice è prossimamente lo stesso che il verticale. 
Le due equazioni poi s'identiGcano primo se il moto si fa 
permanente come accade nel corso regolare delle acque 
dentro gli alvei , in secondo luogo quando la luce f sia 
piccolissima. Imperocché nel primo caso de = 0 e nel se- 
condo si può trascurare il termine 

y ’ 


39. Nel moto lineare del fluido, e da ora in poi diremo del- 
l'acqua, in un recipiente si possono distinguere tre casi. 11 

10 
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primo quando la sezione suprema ed iuGma siano Gsse, e 
questo é il cosi dello moto ik un voto inetausto. Il secoado 
quando la seziono inferiore sia Gssa, e la superiore sia ra- 
riabile abbassandosi , e questo é il moto nei vati che per 
l'efflusMO ti vuotano. Il terzo quando siano variabili ambe- 
due le sezioni, e questo é il caso di una determinata massa 
d’acqua che va scorrendo lungo un canale. Mancherebbe il 
caso che la sezione suprema fosse fìssa , e l’ inferiore va- 
riabile, ma questo non può aver luogo, perchè quando fosse 
riempito il recipiente, si avrebbe il primo caso del vaso 
inesausto. Tratteremo di questi tre casi. 

CAPO VI. 


Del moto lineare dell’acqua nei vasi inesausti. 


40. In questo caso portando I’ equazione (§ 37) ai li- 
mili, nei quali sia al limile superiore 


, /'d/ 

»=A, y=m, J - 

al limito inferiore 

pdl 

•=*■ »=”' f 7 


=M, p=A 
=N, p=B 


avremo 


(a) 

Per integrarla si supponga A— B=0, perchè le pressioni at- 
mosferiche nello due sezioni estreme nei recipienti o alvei 
comuni sono uguali. Si faccia k—h=a, che sarò l’altezza 
della quantità d’acqua fra le due sezioni, e si ponga S io 

luogo di N — M cioè r integrale definito di — , allora 

Tequazionc antecedente diverrò 
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c , r J 2/^?dc 

PI ponia 1 — - — =n avremo d<= 

m* ‘ 2 ay— ne* 

re il secondo membro si spezzi la frazione 


Per iutegra- 


1 

2ag — ne’ " 

Considerando il denominatore come la diOerenza di due 
quadrati si potrà porre 

1 _ 1 

2ag — ne* . (l/2oj— el^n)(i/2aj-»-cl/^n) * 

Fatto lo spezzamento come nella nota (*) avremo 


1 _ 1 / 1 1 X 

2ag — ne’ 2l/2ay \l/2ay— ct/n y '2ag->-el/ n' 

dunque 

l=2fS f — 

•J iag — ne* 


I r de 

\/2ag\J l/'2ag—cl/ n J y 'iag-*-cy n 


(*) Sia una frazione ^ , di cui il ilenominatorr contenga almeno 
wX 

un fattore di primo 0rado io m. Sia questo fattore of + 6 « onde 
Fx=(ax-4-ft)F'j'. Si faccia aJ-f -&=0 ed Ìl valore risultante — - 


a 

fx 

si sostituisca nella frazione -7- , e ciò ebe ne risulta sia A : allora 
Fx 

fx 

— A è una funzione tale di X che pel valore riluttante da 

ax b — Q diventa zero: dunque queita funzione i divisibile eut* 
Umeole per OJ-t-é, oiaia è diviaibile per ux+k la funzione 

fx— AFV 

Vi ' 



\ 
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'- ( 1^2.5 -.K" )] 


fS t/ 2a^-t-ct/ n 

l/‘2ayn f/'2ag—cl/ n . 


Nou accado di pon^i costante, perchè ponendo <=0, c=0 
tutto svanisce nella nostra equazione. Passando dai loga- 
ritmi ai numeri per trovare il valore di c otterremo 


(c) 






dove 

|/ 2agn 
n— — — — . 

ma la diviaibiliti d’ana fraiione è nel numeratore; dnnque fx — AF'x 
t diviiibile esattamente per ox-t-b: ai ponga dunque 


fx—AF'x 

o*-t-6 

avremo fx AF'* -t- (ox : e dividendo questa per l'equatione 

Fx=(o*-»-b)F'« avremo 

fx A fx 

Fx ax-H> F'x 


Da cib ai ricava che per Ogni [attore semplice ax-|-b del denomina- 

tare si olitene una praitone di cui il numeratore è cattante, 

axH-b 

ed il denominatore i il detto [attore, più inoltre una [razione ft di- 
vita per l'altro [attore F'x del denominatore delta [razione proposta. 

Il numeratore A ai determina facendo una [razione il di cui n«- 

F X 

meralore è quello della [razione preposto, ed il denominatore, è pur 
quello della propotla toltovi il [attore in proposito ax-t-b. Fatto poi 
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I 41. CoaMgaeDze della formala della reloeUii. Se 

si supponga il t piccolissimo sviluppato nel nume- 
ratore e denominatore di (c) otterremo la frazione 



9 


2-i-Al -i-... 


la quale, trascurate nel numeratore le potenze di t supe- 
riori alla prima e nel denominatore la serie dopo il 2 

..... ht . tx/lagn 

perché piccolissima, diventerà — ossia — , 

A 2àfj 


xtro qtutto fattore il valore riialtante tì x ti loitituirà nella della 
frazione e qnetto torà il valore di A. 

Nel caso nostro avremo 


i 


B 


( K2aj -e K«)( faaj-t-e fu) fSofl — c fn K2o#-+-efn 

I 


Per trovare A si fari la fraiionr- 


f 2of-4-e Yri 


,poi fallo f 2ap — c fn=0 


il valore risultante e = 1/ ~ si sostituirà nella fraiionc 

V » 


antece- 


dente ed il valore che se ne otterrà cio^ 

1 


1 


sarà il valore di 


A. Per B si farà la frazione 


d'onde e = 




f 2aj — c V n 


2 f2ag 
, poi f Jag-t- c.fn — 0 , 


darà R= 


2 f2og 


che sostituito nella frazione antecedente ci 


dunque e = — 
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perciò il moto sarà uniformemente ac- 

2/Sdc 


cclerato. Lo stesso si ottiene daH'equazione d( = — 

iag—nc^ 

(S 40) se vi si trascura la e’ come quantità piccolissima. 

Si supponga ora t grandissima sarà assai più grande e*': 
trascurando dunque l’unità nel numeratore, e nel denomi- 
natore della frazione in (c) avremo 



cioè il moto sarà permanente perchè di velocità costante. 
Se la luce sia piccolissima in confronto della sezione su- 


prema si potrà trascurare la frazione ' — e sarà =o,cioè 


Vallexza dovuta alla celerità delVefflueso dalla luce piccolii- 
tima è Valteixa del livello suU'orifixio. Ciò, come costa dalla 
esperienza, si può ritenere fino dal principio del moto. 

Lo stesso risiili.-imento si ha daU'cquazione (è.§ 40) se si 
suppone c costante o dc=0. 

42. caao di apparente indeterntlnaziene nella 
farntala delle eelerltà. Se nella equazione (c. § 40) si 
suppone f=tn, o il recipiente senza fondo, avremo n=0 , 


e perciò, 4=0, quindi sarà e= ^ , simbolo 


d’ indetermi- 


nazione. Per iscoprirc il valore di c, secondo il metodo del 
calcolo diirerenzialc,si deve fare la differenziazione neH’equa- 
zione (c) : ma già abbiamo la sua equazione differenziale 
(à). In questa si ammetta l’ipotesi dì f = m ed avremo 


dc-^ 


• , .. 

o c=» — cioè il moto 


uniformemente accele- 


rato. 

Lo stesso valore si ottiene svolgendo in serie l’esponen- 
ziale e*' nel valore di (c. § 40). Infatti avremo. 
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-- — 


I /~'lag e*' — 1 ■ ^2ag 2 

J/ V ~ V 2-^ht ! 


Al’ 





— 1 

2-+-A<-*-... 

"1 


“2o 7 l/^ 2 fl 5 n 


2 ' 


/S 2—Al ■ 


Togliendo n dal numeratore e dal denominatore e poi fa- 
cendo n=0, ossia A=0 ritroveremo la fòrmola (§ 42) pel 
valore della celerità. 

Se il vaso è prismatico c verticale cioè di sezione costante 


/- 
^ y 


— : in tal caso l'eqaa- 
m 


m, e di altezza a sarà 

zione c = ^ , ponendovi per S il valore trovato ed m 

invece di f, diventerà e=gt, cioè il fluido scende dentro 
il vaso con molo uniformemente accelerato libero: ciò che 
è evidente nel caso che si considera. 

Se nel valore 

c> a 

ìtz 

del moto permanente sì ammette I* ipotesi antecedente dì 

f=m avremo — = - simbolo di assurdità. Ed infatti da 

2y 0 

una formola di moto equabile non si può avere formula 
di molo uniformemente accelerato. 

Se nella formola [a $ 40) si fa il caso del molo perma- 
nente, e si suppone la luce piccolissima si potrà trascu- 

c* 

rare la frazione - — e cosi avremo — =<h cioè la celerilà 
m» 2g 

permanente colla quale l’acqua esce da un recipiente qua- 
lunque per una luce piccola è dovuta ad una altezza, che 
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è la disianza della luce dal livello. Da ciò discende, che 
le velocità per due piccoli fori posti a diverse distanze 
dal livello sono fra loro come le radici di queste distanze. 
Inoltre i getti verticali all’ insù ritornano al piano di li- 
vello, ed i getti obliqui descrivono parabole, che dovendo 
avere per parametro quattro volle l'altezza dovuta alla ce- 
lerità del getto , avranno un parametro che sarà quattro 
volte la distanza della luce dal livello. Si prescinde in ciò 
dalla resistenza dell’aria, e da altro ostacolo. L’esperienza 
ci fa conoscere che più si approssimano al livello i getti 
quasi verticali , che i verticali , perchè in questi I’ acqua 
saliente risente la pressione dell’ acqua che cade. Rie- 
sce anche meglio nei getti di poca altezza, nei quali per 
la velocità minore e pel tragitto più piccolo I’ acqua ri- 
sente meno la resistenza dell’aria. 

Se in un getto obliquo si misura una ascissa e l’ordi- 
nata corrispondente, il quadrato di questa diviso per quella 
ci dà prossimamente il quadruplo della distanza della luce 
dal livello. 

43. Forinola della portata. Per portata d’ una luce 
s' intende la quantità d' acqua che ne esce in un dato tem- 
po. Sia f la luce , c la celerità permanente in essa, t il 
tempo, e Q la quantità di acqua che esce in questo tempo. 
La c sarà la linea che percorre una molecola in una unità 
di tempo : dunque nel tempo t percorrerà la linea et: ora 
per la continuità del fluido questa è una linea fluida che 
da un punto della f uscirà nel tempo t: dunque da tutta 
la luce uscirà la quantità d’acqua cft: quindi Q=c/V, e po- 
nendovi il valore di c avremo Qz=ft\/ '2ga che è la for- 
mula della portata. Questa serve ancora per determinare 
una delle quattro quantità Q, f, t, a quando se ne cono- 
scano Ire. Se per esempio si volesse da un getto conoscere 
l’elevazione del livello sopra la luce basterebbe raccogliere 


Digitized by Gòòglp 


— 153 — 

l’acqua che esce dalla nota ampiezza di luce f in un tempo 
cognito l , cbè dalla equazione antecedente si avrebbe la 
quantità cercata a. 

44. Contrazione della vena. Dulia equazione antecc* 
dente si pu6 riconoscere se veramente I' acqua esce dalla 
intera luce , ossia se la sezione dell' acqua alla luce sia 
uguale all’ ampiezza della luce stessa. Basta infatti porre 
l’equazione sotto la forma q=ift\/2ga poi sostituirvi la 
quantità d’ acqua Q che esce da una data luce f in un 
tempo dato (, sostituirvi eziandio il valore di questa luce, 
del tempo, e della elevazione a del livello sopra la luce, 
poiché il valore di i che risulterà risolverà la questione. 
Il più piccolo valore che si é trovato per i è 0.597, il più 
grande è 0.620, il medio 6 0.6. Si adotta però più comu- ' 

5 

nemente per t la frazione ^ , che per prima cifra decimale 

O 

ci da raiitecedente valore 0.6. 

45. Maniera con cui avviene di fatta la eantra- 
zlone della vena. Consultando l’esperienza si vede come 
avvenga questa contrazione della vena, e quando abbia luogo 
il moto lineare. Infatti nei vasi prismatici verticali di stretta 
luce vi si gettino dei minuzzoli poco più pesanti dell’acqua; 
questi si veggono tutti discendere verticalmente fino alla di- 
stanza dal foro di circa tre raggi dei foro, dopo il qual 
luogo vanno movendosi tutto intorno descrivendo linee con- 
vesse verso l’interno da indicare una conoide tutta mobile 
coll’acqua stagnante all'intorno. A questa conoide si dà il no- 
me di gorgo. La sua base superiore è la sezione del pris- 
ma , l’inferiore è la luce , e l'altezza tre raggi di questa. 
La detta conoide si vede meglio se alla superficie dell'ac- 
qua si versi uno strato d’olio, o d’altro liquido coloralo 
più leggero dell’acqua ; imperocché questi liquidi giunti 
alla distanza dal foro di tre suoi raggi si fanno a Ira- 
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Terso del fluido a formare visibilmente la detta conoide 
mobile. 

La restrizione poi di questo fluido mobile non termina olla 
luce, ma prosicgue fino alla distanza da essa di circa un suo 
raggio, dove ha il massimo ristringimento. Questa porzione 
della conoide fuori della luce si dice vena contratta, e la 
sezione nell'ultimo ristringimciito si dico fettone della vena 


contratta, e questa 


5 

*8 


0 0.6 della luce, che si disse do- 


versi prendere in pratica per la luce stessa. Il sito, e l'am- 
piezza della contrazione della vena rimane sensibilmente la 
stessa comunque varii o la direzione del getto o l'altezza 
del recipiente , o l'ampiezza della luce, sempre però che 
questa sia molto piccola relativamente alla sezione del vaso, 
e sia scolpita in lastra sottile, perchè se fosse un foro in 
parete di grossezza sensibile , questo si potrebbe conside- 
rare come un piccolo tubo adattato alla luce , e ve- 
dremo in seguito come questa aggiunta modifica la velo- 
cità dell'acqua che ne esce. 


CAPO VII. 


Si valuta Veff'etto deWafflusto dell'acqua in un recipiente. 

46. Foratola della preaalone prodotta dall' af- 
f aoao. Abbiamo esaminato il caso drll'uscita dell' acqua 
da un vaso inesausto. Ciò generalmente parlando non può 
aver luogo se non per l'afflusso di nuova acqua che en- 
tra nel vaso a mantenere invariabile la po.sizione del li- 
vello. Or questo afflusso produce un' azione sull'acqua che 
incontra a causa della differenza delle loro velocità. Questa 
azione è una pressione, e quindi è una retta d'altezza che 
si deve aggiungere ai primo membro deH'equazioiie (a.§ 40) 
che contiene rette rappresentanti pressioni. 


' tJTgiTizètìBy 
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Si è della m la superficie di livello, e si trovato che 

— è la velocità di questa superfìcie. Si dica k la ragione tra 
tn 

la velocità dell’acqua afllucule, c la velocità di m, esprimerà 

hfc f 

— la velocità dell'acqoa affluente. L'azion di questa con* 
m 

tro m è prodotta dalla ditTcrenza delle due loro velocità 
colla quale agiscono le molecole dell'acqua affluente dispos(e 
in una superfìcie m sulle molecole del livello m, con coi 
sono a contatto. 

Che l'azione dell'acqua affluente sia prodotta dalla delta 

differenza delle due velocità cioè da — — — > o <la 

m m 

{k — 1) — è evidente imperocché la velocità — è maggio- 
m tn 

fc 

re dì — s perché se fosse uguale non produrrebbe azione 
tn 

di sorta, e se minore l'acqua affluente non potrebbe essere 
a contatto col fluido del recipiente, quindi non si avrebbe 
la continuità del fluido in moto e sarebbe il caso del re- 
cipiente che si va vuotando per 1' efflusso dalla luce. Es- 
sendo dunque maggiore la velocità dell’acqua affluente, col- 
l’eccesso di questa sulla velocità della superficie m si 
forma la pressione, o a dir meglio con un strato di molecole 
dell'acqua affluente disposte in una estenzìonc m ed investile 

dalla velocità (à— 1) — si forma la pressione sul livello m. 

HI 

Per trovare questo stra.to dì eslenzione m si consideri la falda 
flnìda mdi che nel tempo d( subentra alla stessa falda che 
si è mossa in pari lem^o nel fluido del recipiente. Questa 

falda avrà velocità premente ^ questa 
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se ne prende la parte d<”“, osi divìda per d( si avrà lo strato 
di molecole di estenzionc m: dunque la pressione di questo 

strato contro la superCcie m sarà (k — 1) — m ^ ma 

di fc 

j = 11 = — : dunque la detta pressione sarà (k — 1) ' — mi 
dt m w* 

questa pressione essendo estesa in una superficie m, se si 

divide per m, il {k—i )' — esprimerà la pressione in una 

unità di superficie, che è la pressione che deve porsi nel 
primo membro di (a. § 40). 

Ma quel primo membro fu diviso (l-§34) per g, dunque 
prima di far l'aggiunta 

al detto primo membro dovremo dividere questa quantità 
per g. Se dunque supporremo che il moto sia ridotto 
a permanente avremo 


dalla quale 


Ci’ C.) 

' / gm^ 2g \ m*' 


c* a 

47. ApplicHzi»Dt della teoria del mote perma- 
nente. Dimotlrare che le parabole detcrille dalle linee fluide, 
che escono da piccoli orifizi fatti nella parete d'un cilindro 
verticale ove il liquido é mantenuto ad un livello costante, 
sono tutte tangenti ad uno stesso cono, di cui le generatrici 
fanno colla verticale un angolo semiretto. 

Tre vasi A , B , C di larghe sezioni, dei quali il primo 
i inesausto, sono collocati l'uno accosto all'altro. Il vaso A 
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comunica col vaso B per una piccola luce a ; il vaso B col 
C comunico per una luce ai finalmente dal vaso C esce l ac- 
qua per una piccola luce a”. Questi tre orifiii sono situati 
in uno stesso piano orixiontale. L’altezxa del livello del vaso 
A su questo piano < h , e »i suppone che abbia luogo il 
moto permanente. Si domanda la quantità di fluido che passa 
per uno qualunque di questi orifizi nell'unità di tempo. 

La quantità domandata é 

a^ a'^ im ''“ 

CAPO Vili. 

Portata d’un orifizio di grandezza qualunque terminato 
da linea della quale si possa aver l'equazione^ 
praticato lateralmente in un vaso ine- 
sausto nel quale abbia luogo il 
moto permanente. 

48. Si supponga che la linea terminante la luce sia sim- 
metrica rispetto l’asse delle ascisse, e che questo sia ver- 
ticale. Sia h la distanza del vertice di questo asse dal li- 
vello. Se 2y sia il doppio dell'ordinata orizzontale nella luce 
corrispondente all’ascissa x, sarà 2ydx il rettangolo infinite- 
simo, di cui i punti sono distanti dal livello di x-*-h: dun- 
que la velocità costante delle molecole, che escono da questo 
rettangolo sarà \/^2g{x-+-h), e perciò la quantità d’acqua che 
esce in un tempo unità da questo rettangolo sarà 

2yd [2y(x -+- A)] , 

e la quantità totale Q che esce dalla parte della luce cor- 
rispondente all’ascissa x sarà 

Q=2l/ 2y/ydxl/' (x-^-h). 
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49. Altezza media. Se si supponga che le molecole 
dell' acqua escano da tutti i punti della luco colla stessa 
velocità dovuta ad una altezza tale H , che nello stesso 
tempo diano la portata che danno uscendo dai diversi 
punti della luce colle loro rispettive velocità , questa al> 
tczza H dicesi alUsza media , c la velocità corrispondente 
a questa altezza si dice velocità media. In questa ipotesi 
la portata sarà espressa da 

2l/2jH/ydx : 
l/'H/ydx=/ydxt/ (x-t-A) , 

„ //ydxl/(x-4-A)^, 

ì 

valore dell’altezza media. 

Se la luce é a Gor d' acqua sarà A=:0 , quindi la for- 
mola della portata sarà . 

Q=2t/2y/ydxj/^x 

e quella dell’altezza media sarà 

/ fydx\^x y 
\ /ydx } 

50. Rilezzisae zHll'altezza media. Chi volesse cal- 
colare colla formola aiilccedcnic l’altezza media per deter- 
minare la portata della luce dovrebbe eseguir i due inte- 
grali della detta formola, dividero il primo pel secondo e 
fare il quadrato del risullaniento. Ma solo coH’eseguire l’in- 
tegrale del numeratore subito si ha la portata col molti- 
plicarlo per 'iy ‘Àg: dunque non é che rendere più laborioso 
il calcolo il dedurre la portata dalla velocità media. Egli è 
meglio caicolarla immediatamente colla formola data: quindi 


dunque 

ed 
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non so come si sia introdotta da qualche idraulico la de- 
terminazione dell'altezza media per aver la portata. 

So dal risultamento della portala si separerà il fattore 
che sia l’arca della luce, e si porterà sotto il \/'2g I’ altro 
fattore, è chiaro che il quadralo di questo fattore sarà 
Tallczza media. 

51. Applicazione della formela delia portala. Sia 

la luce un quadralo, dentro il quale sia iscritto un circolo. 
Inoltre vi si consideri prima un triangolo isoscele di base 
uguale al lato del quadrato col vertice all’insù, c poi col 
vertice aH’ingiù. Si supponga prima la luce quadrata, poi 
circolare , e finalmente triangolare isoscele col vertice al- 
l'insù, ed aH'ingiù , e si vogliano le quattro portale nella 
Stessa unità di tempo. Sia a il lato del quadralo avremo 

2 

dx[/' X— - a^\/''2,ga 
Per la luce circolare avremo 

Q=2j/^2j J xdxy' (a —x). 
lologrando per parti avremo 

/xdxl/'(a—x)=— ~x^a—xj^ - Jdx\a-xy 

Questo integrale portato al limite x=a sarà zero, cd al li- 
mile x=0 ci dà 
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che sottratto dal valore del limite antecedente ci da 


dunque 




a’ |/ 2jo. 


Pel triangolo col vertice in alto abbiamo y=mx ove m=l: 
dnnque 

/ *» 2 

xdx[/ ^ = g o^|/'2jro 

Pel triangolo col vertice in basso abbiamo 
y = 1 (a — i) 

dunque 

Q= 4 


Da questi risultamenti si ricava che la portata del trian- 
golo col vertice in basso, del triangolo col vertice in alto, 
del circolo c del quadrato sono come i numeri 2, 3, 4, 5. 

52. Csenipi* della determlnaaslone dell' aitczsa 
media. Riguardando la portala 

2 

g aV 2ga 

del quadrato c rìducendola alla forma 

• § “) 

essendo il fattore l’area della luce il fattore di 2y ossia 

4 

- a sarà l'altezza media. 
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La portala del triangolo col vertice in alto era 
2 

= aV2y«- 


L’area di questo triangolo è — : ora rantecedeute valore 

ù 

si può trasformare in 

2 . 51 /^ 2 , a. 


o in 


l'V^- 


16a 


16 

dunque l'altezza media è ^ a. La portata nel circolo è 


j5 «V2yo- 


Questa si può trasformare in 

8 




o in 


na’ 




2y -5 


64o 


225n" 


64a 


dunque 1' altezza media sarà . 


53. maniera di Irovare Tallezsa media dal va- 
iare della parlata. In genere dal valore della portata 
si troverà l'altezza media cosi. In questo valore si fisserà 
il fattore che esprima la luce, dà che si potrà sempre otte- 
nere, se faccia duopo con artifizio come nell'esempio antece- 
dente. Il fattore poi che rimane fuori della radice si porti 

11 
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dentro questa-, ed il fattore, che sotto il vincolo moltiplicherà 
il ig, sarà Valtezia media. 

54. BiitteHte di una liiee è la disianza del vertico 
della luce dal livello. 

55. Pelazione fra l'aUeasa media e la diatanza 
del eentro di gravllk della Ince dal livello» Per poco 
di battente che abbia una luce l'esperienza ci assicura , che 
per la distanza media si può prendere la distanza del di lei 
centro di gravità dal livello. 

Per vedere la relazione di questo fallo colla teoria si 
dica h il battente , x l'ascissa d’ una doppia ordinala 2y 
della luce, sarà l/~2g{h-+-x) la velocità di lutti i punti del' 
l'elemento 2ydx di detta luce: ora ò evidente, che questa 
espressione è l'ordinala di una parabola di parametro 2g, o 
di ascissa h-*-x: falla dunque una sezione secondo h-*-x nor- 
paale al piano della luce, s'immagini in questo piano disegnata 
la della parabola col vertice al livello, allora le ordinato 
di questa curva corrispondenti alle diverse ascisse h-*-x, sa- 
ranno le velocità degli clementi corrispondenti 2ydx nella 
luce; perciò questi elementi moltiplicati por le dette ordi- 
nate esprimeranno le portate degli elementi stessi in una 
unità di tempo, e la somma di questi elementi moltiplicali 
per le corrispondenti ordinate della parabola sarà la por- 
tala della luce in una unità di tempo. Ammettiamo il bat- 
tente h grandissimo, la porzione di parabola che verrà dopo 
questa ascissa, e che ha per proiezione l'asse della luce sul 
piano di qncsta,$i potrà considerare come utia linea retta, come 
si sa dalla natura della parabola: in tal caso la somma degli 
clementi 2yAx della luce nelle ordinale della parabola sarà la 
somma degli elementi riuniti nei loro centri di gravità, che so- 
no nel detto asse, moltiplicali per le distanze dalla retta para- 
bolica, ossia sarà la somma de' momenti dei dotti elementi 
rispetto questa retta : sarà dunque uguale aU’intcra area 
della luce moltiplicata per l’ordinata della parabola corris- 
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pondenie al centro di gravità della detta luce. Se dunque si 
dica A-«-e l'ascissa del detto centro di gravità quella somma 
di elementi 2ydx moltiplicati per le respettive ordinale para- 
boliche, o la portata della luce in una unità di tempo sarà 
uguale all’area della luce moltiplicata per p^2^(A-+-c); dun- 
que per altezza media si può prendere h-*-e, o la distanza 
dei centro di gravità dal livello: quindi la teoria vuole che 
affinché l'una quantità si possa scambiare nell’altra il bat- 
tente sia grandissimo: all’esperienza poi basta che questo 
battente non sia piccolissimo. Si risolvano i problemi. 

Dato che l'oncia d’acqua abòia una larghezza l’=pollici 3, 
una altezza a— pollici 4 ed un battente b'=pollici 2, deter- 
minare i pollici X che si avranno da una luce rettangolare, 
la cui larghezza sia l=pollici 420, e l’altezza a=pollici 30 
senza battente. Sarà 

lai/' a 

~ /'[(a'-i-AV {a’-i-b’)-bYb'-ì ’ 
cioè pollici 1938 in circa 

Determinare la portata di una luce trapezio di basi 2p , 
2q bisegate da una retta di lunghezza a ad esse normale e 
con un battente h. 

Ad una data distanza b=4^ dal piano di livello aprire 
un tale emissario rettangolare di una data area r=pollici 
qua. 42 che in un dato tempo t=or.l si abbia da esso la 
massima portata. Sarà 

*= ^ (/'f 

=pollici cubi 6781978.08. 

Sia da trovare la quantità d'acqua che esce in una unità 
di tempo da una luce rettangolare di cui due lati a siano 
orizzontali e distino dal livello di h e h'. 

La portala richiesta sarà 
2 
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Si suppone un vaso di cui la superfieie inferiore é una mezza 
elissoide aperta secondo un piano principale. L'apertura é 
orizzontale, e la concavità è voltata verso l'alto. Si domanda 
di segare il vaso con un secondo piano orizzontale in guisa 
che rimanendo il vaso inesausto la velocità del liquido, che 
esce dall' apertura -inferiore, sia un minimo. Si domanda an- 
cora di trovare il piano secante colla condizione che il vo- 
lume del liquido che ne esce in un tempo dato sia un massino. 

Siano a, 6, c li semiassi dell'elissoide, l’altimo di questi 
assi essendo verticale , e 2 la distanza del piano secante 
dai livello costante del liquido. La velocità del liquido al- 
l'uscita dall’apertura inferiore è 



questa velocità sarà un minimo quando il binomio 2c’z — 2 ^ 
sarà un massimo, cioè quando sarà 

-V I 

Il volume del liquido che esce ncU’unilà di tempo é 

' *- (•- 

questo valore sarà un massimo quando sia tale la quantità 

(C’ — 2>)> 

2c'2— 2* 

cioè quando 

2>=C> ^ 
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CAPO IX. 


Teoria del moto lineare nei vati che si vuotano 
per l'efflusso. 


56. Eqaailone per la celerità net vaco che al mota . 

Dicendo x l’altezza verticale del fluido c supponendo che 
le pressioni deH'aria A B alle sezioni suprema ed infima 
siano uguali, il quadrinomio (§ 40) k—h-^-k—h sarà xe 
quindi avremo 


fdc 

jdl. 


J y 2ff I 



Se si suppone la luce piccolissima si potranno trascu- 
rare i termini affetti del suo valore f , e quindi avremo 
c' 

=x: cioè l'altezza dovuta alla celerità della luce é l'al- 
‘iy 

tczza variabile del livello sopra di essa , e ciò qualunque 
sia la figura del vaso, purché però la direzione del moto 
lineare sia verticale, o quasi verticale (§ 38). 

57. Vaso priomatlco verticale. Se il vaso è prisma- 
tico e verticale di sezione costante m sarà 


il ix 



Il segno negativo proviene da questo che la l si suppone 
computala dall’alto, e la x dal basso. Dall’antecedente equa- 
zione abbiamo 



Il principio di questo integrale ad un tempo t corrisponde 
ad X , ed il fine alla x=s0 : sottraendo dunque il primo 
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dal secondo sarà 




quindi la forinola (§ 56) diventerà 
fxAc ^ 

^ gmàl 2j \ «»>' * 

Avendosi le tre variabili c, x, t in questa equazione, per 
toglierne una si avverta, che la quantità d'acqua ebe esce 
nel tempo d( dalia luce è fedi, c la falda fluida che si ab- 
bassa in pari tempo alla distanza x, è — mdx : ora l'uni- 
formità del moto (§ 25) vuole che la prima quantità sia 
uguale alla seconda : dunque fedi = — mdx. Eliminando 
con questa la d< dall'antecedente equazione avremo 


- (i- 

2 , \ 


Si faccia — =*, ed l=n avremo 

ards— [ns— (n-*-l)x]dar=0. 

In questa equazioue differenziale i coefficienti x, tu — (n-<-l)a; 
dei differenziali sono funzioni omogenee di x ed », quindi 
si faccia sz=ux avremo ds=Mdr->-xdu quindi l'equazione 
antecedente diventerà 


dalla quale 


udx-+-xdtt— [nu — (n-t-l)]dx=0 


ed integrando 


di« dx 

(n— l)tt— (n-i-1) ~ X ~ 


.4i 
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d'oude 


ossia 




( H— 1)»— (n-^-l)g _^ 
3f' 

Al prinripio del molo sia 

tf=0, o s=0) a:=a 

avremo 

(n^l) 


quindi 




(n— 1)*— (n-<-l)x 


x" a,' 

che risoluta per s ci darà 

n-i-1 IX 


n-i-i /X x«\ 

(o) $=. -o( ). 

» — 1 Vo o'/ 


58. Allra maniera d'integrare l'eqnaalane della 
relaeltà* La stessa equazione si può integrare coi metodo 
dei moltiplicatori che consiste in questo. Se una equazione 
differenziale per esempio Pdx-<-Qdy«0 diventa differen- 
ziale esatto col moltiplicarla per M, ove la M è una fun- 
zione di X, y, sia R l’integrale che ne sorge, onde 

MPdx-4-MQdy=dR 

Ora se questa equazione -si moltiplica per una funzione qua- 
lunque di R o per F.R sarà 

MF.RPdx-4-MF.RQdy=F.RdR 

Come il secondo membro è un differenziale esalto così an- 
che lo sarà il primo : dunque per uno solo dei moltiplica- 
tori, che si conosca rendere integrabile l’ equazione diffe- 
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renzialc proposta se ne possano trovare infiniti compresi 
nella formola MF.B, ove R è l’integrale ottenuto col mol- 
tiplicatore trovato. 

Ciò posto nell’equazione superiore 

ardi — nidz= — (n-t-l)ardx 

si vede chiaramente, che se si moltiplica il primo membro per 
— il risultamento — — »— è integrabile c ci da Is — nix. 


ossia l — , dunqoc la formola dei moltiplicatori del primo 


membro sarà 


tx ar“ 


-F. -, 

•-l» FT» 


o anche : ma qualunque funzione di x che molti- 
plichi il secondo membro lo mantiene integrabile: dunque 
il moltiplicatore è — • Fatta la moltiplicazione si farà 

subito l’integrazione , e si otterrà il risultamento antece- 
dente (§ 57). 

Se nell’ uguaglianza — — l=n si faccia m’=2f' si avrà 

n=l , che rende ^ il valore di * neH'equazione ((a)§57). 

Per avere il valore in questa indeterminazione secondo il 
metodo noto si deve ricorrere alla dilTcrenziazione, ma già 
abbiamo l’equazione differenziale 

xds — nsdx= — (n-F-l)xdi4 
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dove fatto n=l ci darà xds — *djr= — 2j;dj; ora se il mol- 
tiplicatore dell'antecedente equazione (§ 58) era , il 

moltiplicatore di questa sarà ^ . 

Introdotto questo moltiplicatore, e fatta l’integrazione col- 
l'ipotesi di s=0, x=a avremo 


='2x l - 


X 


ove avendosi un risullamento trascendente si vede chiaro 
perchè si abbia avuto una risposta che non dava valore 
colla sostituzione di n=l ncH’eqnazione algebraica ((a)§57). 
Se si suppone la luce piccolissima nell’uguaglianza 

— l=n viene n grandissima, e perciò neH’eqnazione 




trascurando la piccolissima frazione — c l'unità aggiunta 

e sottratta da n, avremo t-=x-, cioè 1’ altezza dovuta alla 
celerità dcircfflusso, è l’altezza variabile del livello sopra 
la luce, come si era trovato nel (§ 56). 

Si supponga /==m , cioè il vaso senza fondo. In questa 
ipotesi avremo n=0 e dall’ equazione antecedente ricave- 
remo >=a — X , cioè r altezza dovuta alla celerità dell’ac- 
qua effluente è l’altezza percorsa dal livello, ciò che deve 
essere in una massa che cade liberamente nel recipiente pri- 
smatico verticale. 

59. La«K« della niaaalina celerità nel vaco prl- 
amatlco verticale ebe al vuota. L’equazione ((a) § 57) di- ' 
venta zero quando x— a,e quando x^Ocioè al principio ed al 
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lerniine del moto, e poiché da qnel primo ponto prende esi- 
stenza la celerità per tornare a zero alla line del moto, quind i 
deve toccare un valore tale dopo il quale deve decrescere: 
questo valore è il massimo. Dopo ciò per trovare il luogo 
di ascissa x dove arrivando la sezione superiore mobile ab- 
bia la velocità massima, è chiaro che si dovrà assoggettare 
alla condizione del massimo il fattore variabile 


X X" 



dell’equazione ((a)§57): quindi deve essere 

x"-' 

1 ~«^_ = 0 , 


da cui 


I 

x=on'"" , 


Sostituito questo valore neH’equazionc (§ 57) avremo 

n 

s=a(n-s-l)n^ , 


che é l'altezza dovuta alla celerità massima. Infatti la de- 
rivata di 



o"-' 


è negativa. 

60. Lh*co della celerità manainia qoanda la laee 
è plceoliaslioa. In questo caso essendo 
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(§ 57) sarà n grandissimo, onde 
sarà prossimamente 


Si ponga 

I 

' n’ =1-4-1, 

sarà n=(l-»-t)’. Qui la t non può esser zero, perchè il gran- 
dissimo valore n sarebbe uno. Non può essere la i ne- 
gativa perchè il risultamento numerico 1-i-i o sarebbe zero 
ovvero maggiore o minore dell’ unità. Il primo caso non 
può combinarsi col valore sempre esistente di n, e negli al- 
tri due casi il secondo membro dell’ equazione n=|l-4-t)* 
sarebbe o assai maggiore , o assai minore del primo. Bi- 
mane il caso di I positiva; che se non fosse piccolissima, 
aggiunta all’unità ed elevata ad esponente altissimo darebbe 
assai più del valore di questo esponente che costituisce il 
primo membro. Prendendo i logaritmi neperiani nell’equa- 
zione 

1 

n» =l-+-i 

e sviluppando l (l-4-i) col rimanerci nel primo termine 
della serie di < piccolissima, avremo 



n 


quindi 

n " =(l-i-,)-4 = ^1 -4- 1 In j =1 — i In, 
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e ciò rimanendoci al secondo termine dello sviluppo del 
binomio. Avremo dopo ciò 


od 



n ^ 


Si aveva eziandio 


jc=« In. 

n 


r=o(n-^-l)n‘-". 

Nella ipotesi di n grandissimo avremo 



Dal valore di x si ricava , che quando il livello si è ab' 

Lassato di - In le molecole alla luce, e perciò anche esso 
n 

livello hanno la massima velocità. Ora questa quantità è 
piccolissima, perchè il logaritmo d'un numero grandissimo 
è più piccolo assai dello stesso numero: quindi si può dire 
che appena il livello si spicca dalla più alta sua situazione 
tocca la velocità massima : ciò che si conferma da questo 
che nell’ipotesi di n grandissimo 



ci dà s prossimamente eguale a; cioè che l'altezza dovuta alla 
celerità massima colla quale le molecole escono dalla luce è 
quasi l'altezza primordiale del detto livello. 
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CAPO X. 

Tempo e portata nei vasi verticali che si vuotano 
per l'efflusso da piccola luce. 

61. EqaazIeBe del tempo> In cotali vasi abbiamol’eqna- 
zionc /cd<= — màx (§ 57), e c=[/'2.gx (J 56), quindi 

, màx 

dt=- , ^ 

f\/2gx 

sarà l’equazione differenziale per avere il tempo nei vasi 
verticali che si vuotano da piccola luce. 

62. Eqaaalone della portatat Indicando per Q la por- 
tata per un tempo qualunque t, e trovandosi il livello ad 
una altezza qualunque x sopra la luce avremo 

AQ=fcdt=:fAt[/2gx , 

e dQ= — mdr; che saranno due equazioni differenziali per 
la portata: la prima dipendente del tempo, e l’altra dipen- 
dente dall’altezza x del livello. Infatti quando dall’inte- 
grazione dell’equazione 

mdx 

f[^2gx 

ricaveremo z in ( sostituito questo valore di x nell’eqna- 
zione dQ=:fdtl/^2gx coll’inlegrazione avremo la portata in 
funzione del tempo. 

Egli è poi evidente , che in tutte queste equazioni dif- 
ferenziali si dovrà dare la m in x. 

63. Caso del vano prlanaatlco verticale» Sia il vaso 
prismatico, sarà m costante. Fatta l’integrazione dell’equa- 
zioue 

mdx 
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e determinata la costante colla condizione che al principio 
del moto sia <=0, ed x=a, ove a è l’altezza iniziale del li- 
vello, avremo 

Isolando in un membro [Z' x poi elevando al quadralo 
l’equazione, e trasportando la x ove trovcrassi la a avremo 

ft\/2ga gf‘n 

a—x= — 

m smz 

64. IWatnradel moto nella diaceaa del livello. Dalla 

meccanica abbiamo che l’equazione 

gt^ 

è l'equazione del moto ritardato dei gravi lanciati in alto: 
ore s è lo spazio percorso, la c è la celerilà iniziale colla 
quale ò gittate in allo il grave, e jr è la gravità ritarda- 
tricc. Confrontando questa equazione coll’antecedente si vede 
essere della stessa forma: quindi il livello nel vaso prisma- 
tico verticale, che si vuota per I’ efflusso da piccola luce, 
discende con moto uniformemente ritardalo , in cui a — x 

è lo spazio percorso nel tempo I, è la velocità ini- 

tn 

siale, che appunto è tale perché [Z2ga è la velocità iniziale 
alla luce e quindi é la velocità iniziale del livello. 


Finalmente — deve essere la forza ritardalrice che è la 

TO’ 

gravità modilìcala dalla frazione — moltiplicatrice. Da ciò 

si ricava che cominciando I' efflusso, il livello parte dalla 

. . . fV 2?" I .. . 


sua posizione colla velocità ' 


-, e che questa va dimi- 
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nucndo a causa del moto ritardalo. La forza ritardalrice 

gf^ 

essendo la gravità modificata espressa dal valore — si vede 


chiaro , che quella gravità assoluta , ebo ha prodotto nel 
livello la velocità —[/ìga al principio del molo, a causa 
dell’ angustia della luce f avendo una reazione, si modifica 
nel valore - — ed agisce ,all’ insù a ritardare coslantc- 


mente il molo. 

65. Eqaazlaoe della portata ael vano prlaaaatleo 
verticale. Prendendo l'equazione dQ=^ — mdx integrando 
c dclerminando la costante colla condizione che al princi- 
pio del moto ove x=a,\a portata è nulla, avremo Q=m(a — x). 
Se in questa si ponga il valore di a—x avuto in (§ 63) 
avremo subito il risultamento 


Q=ftl 2ga~ 


9JZ 

2m 


che è portala in funzione del tempo. 

66. COBoegaenie dalla eqnnzfoMe delia portata. 

Dalla equazione (§ 63) fatto x = 0 avremo che il tempo 
del vuolamcnlo del vaso é 



Si ponga questo valore ncU’equaziono (§ 65) della portala 
ed avremo Q=ma come doveva essere ; pcrchò nel tem- 
po totale del molo esce dall'orifizio quantità di fluido uguale 
al volume del rccipiculo , essendosi supposto uno la sua 
densità. 

67. Considerando reqiiazione (§ 65) della portala posta 
sotto la forma 
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si vede che diventa zero e quando (=0, c quando 


k'2ja-£=0 


ossia pel valore di 



Da ciò si ricava , che deve esserci un tempo t in cui la 
portata è massima. Assoggettando alla condizione del naas- 
simo il fattore variabile 


t[/'2ga— ^ 
^ 2m 


del valore della portata Q troveremo 
m ■ /“2o 

7 F 7 ’ 

ed il valore massimo sarà Q=ma. 

68. Confrontando i due casi del (§ 67) col caso del (§ 66) 
si vede primo, che il tempo 

m § /'2o 

7 

è quello in cui si ha il vuotamento del recipiente c la por- 
tata massima ma della luce, ciò che deve essere : secondo 
che ad un tempo doppio 

2m I /”2a 

Tv 7 

di questo or detto la portata torna ad essere zero, essendo 
continuamente decrescente dal valor massimo. Se il tempo 
crescesse la portala si farebbe negativa. 
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Si vede però chiaro che qae.sti valori di Q dopo il massimo 
non sono valori di porlala , ma sono valori soddisfaceiili 
alla formola diventata astratta dopo quel punto del mas- 
simo. 

69. Rappresentaua geonietriea 4clla eqnaziane 
delia portata. Se I’ equazione ( § 65 ) si pone sotto la 
forma 



ra 


si vede che rapprc.scnta un ellis.se di cui il .semiasse , .su 
cui sono computale dal vertice le ascisse t è 

m I /~'la 

iV 1' 

e l'altro semiasse cui sono parallele le ordinale p Q è p^ma: 
quindi di questa ellisse le ascisse sono i tempi, e le ordi- 
nate sono le radici delle portate corrispondenti; e combina 
che come le ordinate sono zero all’ascissa zero, ed all'as- 
cissa uguale al doppio del semiasse 



cosi le portate si trovano nulle a questi due valori del 
tempo. 

La massima ordinata è all’ascissa o al semiasse 
m I /*2o 

fV J' 

e questa massima ordinata 0 l'altro semiasse t/ ma: dunque 
il massimo valore di l/Qè y ma, e questo corrisponde al 
tempo 


m 


'ia 
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come si aveva di sopra (§67). Da ciò si ricava che il pri- 
mo quarto d’ ellisse rappresenta la rcalU della porUta , e 
che l’intera mczia ellisse rappresenta la forinola della por- 
tata (§ 65) per tutti i valori di t nei quali la Q è positiva. 
Gli altri valori di t che danno Q negativa né sono nel caso 
deH'attuaic efflusso dalla luce, nè nel caso deH'ellissc rappre- 
sentante la detta equazione della portata: talché si può dire 
che i valori di t da zero fino a 

m ■ /“2o 

V 7 

sono valori fisici , algebrici , e geometrici della formola 
(§ 67) } che quelli da 

m ■ /'2o 

‘T K 7 

fino a 

2m ■ /”2o 

‘"T K 9 

inclusive sono algebrici e geometrici, e che gli altri dopo 
questo valore di t sono solamente algebrici. 

70. Si tratta delle cleaBldrc. Gli abbassamenti dell’ac- 
qua in un vaso prismatico verticale possono servire alla mi- 
sura del tempo, e ciò perche neirequazione 


(«) 



x) 


troviamola relazione fra le diverse altezze sull’orifizio del 
detto livello ed i tempi corrispondenti: quindi se alla pa- 
rete del recipiente si faranno segni nelle dette altezze sa- 
premo i tempi impiegati dal livello per giungervi. Colali 
recipienti si dicono orologi ad acqua, o eleutdre. Per fare 
questa graduazione abbiamo bisogno in primo luogo di fissare 
il tempo del totale abbassamento del livello, o del vuota- 


t 

I 

r 


à 




■ir» 

it 


k» 

iF 

itf 

[d 

■ ir 

il*! 
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mento del recipiente, c di qui ricavare l'altezze di questo; 
in seguilo si deve avere la x data in tempo, il quale secondo 
che sarà in ore, quarti ec. avremo le altezze x, dove si deve 
avere tx.gr. un ora , due ore ec, tempo impiegato dal 
livello per arrivarvi , o per mettersi a quella altezza so- 
pra la luce. 

Se nella formula antecedente si faccia x=0 avremo 


2m[/ 

lv~ 


pel valore del tempo T del vuolamento del vaso. Da que- 
sta abbiamo 


a — 




La j=9'".81 prossimamenle,ove 9.81 sono i metri che pcrcor- 
rebbe un grave uniformemente in un secondo colla velocità 
che acquisterebbe cadendo in un secondo liberamente da una 
altezza di metri 4, 9. Dopo ciò so si voglia, che il vaso si 
vuoti in 12 ore, o che il livello percorra l'altezza del vaso 
abbassandosi in 12 ore lino al fondo, nell’equazione ante- 
cedente si dovrà porre 12x3fi00 invece di T. Si pone que- 
sto numero che è in secondi piuttosto che 12 ore, perchè 
la g che si trova nella detta equazione è data in secondi: 
quindi abbiamo 

a=4.9 ( 43200 

' m' 

In questa equazione sostituendo i valori della luce f , e 
della sezione costante m del prisma o cilindro si avrà 
l'altezza domandata. 

Per trovare le diverse altezze sopra la luce alle quali 
giungendo il livello impieghi tx.gr. un'ora, due ore ec. 
ci serviremo deU’equazione 
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ricavala dalla (a. §70), dove si farà successivamente t=\, 
(='2, / = 3 ec. 

71. Ficare di vaisi che aoddlafaao al problemi 

onlle cleaoldre* Si potrebbe desiderare di avere fìgure 
di recipienti verticali , nei quali gl'inlervalli delle divi- 
sioni fatte nella verticale, che corrispondono ad uguali in- 
tervalli di tempo, fossero pure uguali. Ciò si riduce a sup- 
purrc nell’equazione generale 

mdj: 

dt= 

f\/2gx 

ebe la variazione dr delle altezze sia proporzionale alle va- 
riazione d( del tempo, ossia a supporre ^ =A,o t=Ax. 

ax 

Per determinare A si supponga, che l’altezza del recipiente 
sia 4 metri , e che si debba vuotare in 12 ore, in t=Xx 
porremo il tempo totale ridotto a minuti secondi cioè 
12x3600 ; c l’altezza totale del recipiente cioè x = 4* , 
avremo A=3x3600. Se nellequazione 

mdx 

“ f[/ 'Àgx 

si pone ^ =A avremo m-= —Xf[/'2gx.< 

Per conoscere ora le figure del vaso soddisfacenti alla 
dimanda, ebe agli intervalli uguali della verticale del detto 
vaso corrispondano tempi uguali, basterà trovare la figura 
di m o della sezione qualunque corrispondente all' ascissa 
X. Se si vuole ebe sia un rettangolo pel cui centro passi 
l’asso verticale e che abbia b per un lato c 2y per l’altro 
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sarti m—‘2yb, e i|uindi 'lyb =. — \fy iyi, ossia 




'ib^ 


equazione alla parabola, di cui il rerlirc sarà nel basso , 
cioè la figura del vaso deve esser (ale che avendo una gros- 
sezza costante b le sezioni verticali sieno limitale da para- 
bole identiche. 

Se si valesse che le sezioni orizzontali fossero circolari 
per i cui centri passasse !’ asse verticale del vaso , ossia 
che il vaso fosse prodotto dalla rivoluzione d'una curva , 
in tal caso dicendo y il raggio variabile del circolo sa- 
rebbe m=-Tiy^: quindi 






che è l'equazione della linea generante il recipiente di ri- 
voluzione che soddisfa al quesito. Questa curva si potrebbe 
descrivere per punti e quindi costruire il vaso. 

Nell’equazione 

. mdj 

d<= 

fv ^gx 

si possono fare diverse applicazioni secondo che si sup- 
supponga essere m rappresentato da diverse funzioni di x. 

Si supponga m la lesione d'un paraboloide sarà m=;;px 
ore p è la costante della parabola. 

Sia ni la lesione d'una piramide , o cono col vertice nel 
basso sarà in proporsionale al quadrato di \, quindi in=nx'. 

Sia m=7i(2rx — x’) ed avremo per vaso un calotta sferica 
col vertice in basso. 

Per esercizio si compiano i computi dei dati problemi. 

Sia anche il quesito. Con un vaso cilindrico nella cui 


1 

base di diametro - di piede é una piccola luce circolare di 
a 
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raggio z , costruire un orologio ad acqua diviso in 6 ore , 
dato che l’acqua cominci a scendere da una data altezza di 
piedi 1 i. Deve essere 2 ‘—lio. 0.09 in circa. Inoltre la prima 
divisione, che segnerà la prima ora in alto, avrà una lun- 
ghezza di pollici 5 1, la seconda di pollici 4 1 ec. in pro- 
gressione aritmetica. 

Sia anche il quesito. Vn vaso formato di una mezza sfera, 
e d’un piano che passa pel centro é forato di due piccole luci 
uguali Vuna situata alla sommità di detta semisfera, l'altra nel 
piano. Questo vaso é esattamente pieno di acqua, e p uà vuo- 
tarsi per ciascuno dei due orifizi secondo due posizioni del vaso. 
Si domanda il rapporto dei tempi dei due vuotamenti. Se 
T, è T' esprimono i due tempi del vuotamento per la luce 
del vertice e per quella nel piano avremo 

V 1 

T ~ Ì2 

Dimostrare, che un vcuo cilindrico riempito di acqua, e fo- 
rato alla base con piccola luce impiega per vuotarsi un tempo 
doppio di quello, che basterebbe per lo scolo intero del liquido 
primitivamente riempiente il vaso reso inesausto a causa del- 
l’afflusso di nuovo liquido, senza però l’effetto dell’afflusso. 

Uscendo dalia luce piccolissima f in una unità di tempo 
l'acqua con una velocità \/'^gx, essendo x l’altezza del li- 
vello sopra di detta luce, entri nel recipiente al di sopra senza 
effetto d’aHIusso altra acqua in quantità q in un tempo Q. 
La sezione del vaso all’ altezza x sia X. Egli è evidente 
che nel tempo d9 la differenza fra l'acqua che entra e quella 
che esce dalla luce deve essere uguale alla faida fluida Xdx 
che aumenta il liquido di una altezza Ax. Ciò posto dimo- 
strare che si ha l’equazione 

f Xdx 

^=J-q • 
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ossia ponendo l'cffeUn della vena contrada 
Xdx 

Poita la [ormala anieeedenle determinare il tempo ( in cui 
una quantità d’acqua q entrando senza effetto d'afflusso per 
un tempo 9 ed uscendo da una piccola luce f aperta nella 
base m d'un vaso prismatico verticale, il livello giunge dal- 
l'altezza a ove era in principio all'altezza x qualunque. Avremo 

‘= r Ks 1 %f \/~l [ ' 

CAPO XI. 

Efflusso dell’acqua da luci di grandezza qualunque a por 
d'acqua praticate in recipienti che si vuotano. 

72. PortNta della Inee. Sia una luce trapezia colle 
basi parallele 2p, 2q, delle quali la prima sin al livello, e 
la retta bisecante ad angolo retto le dette due basi sia a; 
dalla soluzione del problema secondo della pag. 163 abbia- 
mo per la portata Q di questo trapezio in una unità di tempo 

Questa portata é pel caso della invariabilità del livello, o pel 
vaso inesausto. Nel caso attuale il livello si abbassa, e perciò 
si dicax radezza del livello dalla base della luce dopo un tempo 
t. Dopo ciò neircquazione antecedente si ponga x in luogo 
di a. Ma la scmibase superiore p si dovrà dare in x, perchè la 
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luce Irapezia si diminuisce per rabbassamcnlo del livello. 
Si dica I r inclinazione alla base dei due lati non pa- 
ralleli del trapezio, è evidente clic xcot.t sarà la proiezione 
di uno dei delti lati sulla base: quindi avremo ji=jdbxcot.t 
Posto ciò la formola della portata in un tempo d(, o il dif- 
lercnziale della portata sarà 

dQ= |5g±2xcot.ijdt. 

Sia M la sezione costante del recipiente sarà — Mdx la 
falda fluida, che si abbassa nel tempo d(: questa dovrà es- 
sere uguale airdemcnto antecedente della portata: dunque 

— Mdx:= ^Óq:±ìxcol.i jdt , 

c 

15M dx 

4l/2j ' xi/' x(5j:t2xcol,i) 

si faccia x=s’ avremo 

Al— _ dz 

'2l/'2j s’(5y:±:2j''cot.() 

equazione subito integrabile dopo lo spezzamento della fra- 
zione. * 

73. Temp* nella tace rettangolare. Se la luce è un 
rettangolo sarà cot.«=0, c quindi 

dt— - dx 

^q[/ '2g ' x[/ X 

che integrata supposto t=0, x=a darà 

3M / t 1 X 

2q I 2yx \/'2q'i 
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dalla I qualf 


(i) I x= 


3Ml/n 


3M-t-2y/i ' 2ga 

rhc serve a determinare ad ogni tempo l’altezza del livello. 

V'I. Portata nella luce rettangolare. Abbiamo dr 
= — Mdx , la quale integrata e determinala la costante 
nell'Ipotesi di x=a quando r=0 ci darà (=M(a— x), nella 
quale posto il valore di x ricavalo daH'cquazionc antece- 
dente (b) avremo la portala data in tempo. 

75. Confronto delle portate di due loci. Suppo- 
niamo alla base orizzontale del prisma praticala una aper- 
tura rettangolare di lati a, b, e si domandi il tempo del 
mulo del livello nel suo abbassamento, per dedurre il tempo 
del vuolamento del prisma. La portala di questa luce nel 
tempo ài sarà evidentemente oAàty ‘ìgxi questa deve essere 
ugnale a — Mdx dunque 

M dx 


d<— — 


ab^ 2g ' \/ X 


integrando e determinando la costante nell 'ipotesi dì f=0 
quando x=a avremo 

281/ X 

e pel tempo T del vuolamento che avviene quando x=0 
sarà 

2M 


T= 


by 'lag 

Si prenda l'equazione (a. § 73) 

3M / 1 

2y ' l/"2jx t 


- 1 -) 
Iga' 


e si ponga per la base 'Ig del rettangola la b , ed invece 
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(li X si ponga a—: ove la z sarà la verticale discesai del 
livello nel tempo t avremo 

_ 3M / 1 1 \ 

b \l/2j(o — z) j/2ja/ 

Col binomio newtoniano si sviluppi 


((- 


ed avremo 

t— — — ( 


ij/ 2o ' / , 1 S 1 1 Z*\ 



Se si voglia il tempo T del vuotamente si dovrà porre 
z=a: facendo ciò e ritenendo nella serie del denominatore 
i soli due primi termini ciò che si può in pratica, avremo 


T= 


il/2^0 ’ 


Confrontando questo tempo col tempo 
2M 

4l/2jo 


del vuotamente considerato innanzi si vedrà che se ai re- 
cipiente prismatico verticale si facciano successivamente 
due aperture rettangolari identiche l'una al fondo orizzon- 
tale, e l'altra verticale coll'altezza uguale a quella del re- 
cipiente , il tempo del vuotamente per questa apertura ò 


3 

prossimamente - di quello del vuotamento per 

A 


• aifci ai 


i 


Digitized by Google 



— 187 — 


CAPO XII. 

Luci dei recipienti soggette a rigurgito. 

76. Blvisiaae delle Inel eocKette ■ ri(arglt«. Av- 
viene nelle luci di grandezza valutabile , che parte del- 
r acqua che ne esce ristagni alla soglia fino ad una data 
altezza. Per questo l'intera luce, onde valutarne la portata, 
si deve dividere in due parti separate da un piano oriz- 
zontale ; la parte superiore libera , e l’inferiore ingombra 
dall'acqua, che si arresta alla soglia. Nella parte superiore 
la celerità si valuta come nei due capi antecedenti secondo 
che il livello sia fisso o mobile, cioè l’altezza dovuta alla 
celerità per ogni punto è la distanza di questo dal livello. 
NeH’inferiore poi per ogni punto della luce, l'altezza do- 
vuta alla celerità delle molecole che vi passano è costante, 
ed è l’altezza della parte libcr^ della luce. 

77. Telocith delle molecole Bella parte aoggetta 
a rigurgito. Infatti si consideri nella luce un punto ove 
essa è soggetta a rigurgito : le molecole che passano per 
questo punto sentono una resistenza o pressione dal fluido 
stagnante : questa pressione come si sà è uguale alla di- 
stanza del punto dal livello della detta acqua stagnante. 

Si vada ora alla formola generale (a. § 40) del moto 
lineare, si supponga in questa il moto permanente, ed al- 
lora sparirà il termine 

fdc 

gàtj J' 

Se ora nel punto in proposito si considera una supcrficieola 
infinitesima della molecola che vi passa per questa la fra- 

zione — svanirà, e quindi il secondo membro della detta 
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equazione si ridurrà a — . Nel primo membro la differen- 
za A— B, è ditTcrenza di retle l'una esprimente la pressione 
al livello , l'altra esprimente la pressione alla luce. Se si 
ritenga che A, c B esprimano le pressioni uguali dell’aria 
atmosferica si vede chiaro, che la B pressione dell'aria alla 
molecola poco fa considerala si dovrà crescere della pres- 
sione d : dunque nel caso nostro il. binomio A — B sarà 
A — A — d, o — d. Nel primo membro dell* equazione che 
consideriamo altre il binomio A — B, vi è l'altro k—h, che 
è la distanza della luce dal livello, esprimendola dunqne |>cr 
Dii primo membro si ridurrà a D—d, che è l'altezza della 

pi 

parte libera della luce: questa è uguale a — cioè all' altezza 

dovuta alla celerilà della molecola considerata: dunque c di- 
mostrato il teorema, cioè, che tulle le molecole escono dalla 
parte della luce soggetta a rigurgito con una stessa celerilà 
dovuta all'altezza che è l'aUezza della parte libera della detta 
luce. 

78. AppllMzlone del teorema al vaal l■eaaasti. 

Sia una luce trapezia come nel (§ 78) sia h l’altezza della 
parte libera , e k l'altezza di quella soggetta a rigurgito. 
Abbiamo [icr la formola della portata 
4 

y =“ ^ - (3g-*- 2p ) . 

Nella parte libera la a è A, e ^ la ordinata corrispondente 
all’ascissa A. Ora abbiamo 

»= (^0 


dunqne in luogo di g porremo 
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perciò la portata nella parte libera in una unità di tempo 
sarà 

Per la parte soggetta al rigurgito abbiamo un trapezio 
le di cui basi sono 


c 2f, l'altezza è k dunque l’area sarà 

questa deve essere moltiplicata per la velocità costante 
[/^'Igk ; dunque la portata in una unità di tempo sarà 

Q^-~) k-*-p-^q J V 

79. Vaso cke al vaota. Supponendo come innanzi la 
luce trapezia in un vaso che si vuoti, e questo di sezione 
costante M otterremo 

4 /, , N 

dQ= — x\/^2gx ^5Acot.i-*-5p— 2j'cot.i jd< 


-*-dt[ I Acot. i-t-p-t-g^ki/ 2gx 

che uguagliata alla falda Mda-, e separate le variabili ci darà 
— ^ =da;: j^^-xV/2jz^5Acot.i-*-5p — ‘ixcot.i j 

-t-A |Acol.i-t-p-t-j^J^'2jx~| 
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Se si ponga ar=*’ 

Si troverà doversi integrare una espressione della forma 
ds 

maS-i-na’-4-r 


Di cui il denominatore essendo espressione derivativa di 
secondo grado facilmente se ne possono determinare i fat- 
tori, e quindi si può procedere allo spezzamento della fra- 
zione per l'integrazione. 

80. EaaUaario rettanfol*. Si supponga la luce rettan- 
gola di base b, c di altezza a. In questa ipotesi nell'equa- 
zione antecedente si dovrà fare cot.i=0 , ^q=^p-=b con 
questo diventerà 

&d( dx 


Per integrarla si ponga l/2^x=z ed essa diventerà 
bàt dz 

“ 3M ^ 3jì-hx* ■ 

Integrando cosi che quando (=0 sia i-=^2gh avremo 


bt / ■ /^2h\ / ■ /~2x\ 

,(=J/ -) 

da questa si ha 


x= 


U 

2 


2A— 3àtang. 


3A — 2Atang. 


bi[/Sgk ’ 

M ( 

bt\/ 3^A[ 
“M ) 


Avendosi y=M(a— x)=M(A-*-A— x) so invece di x si 
ponga il valore antecedente si avrà la formola della por- 
tata data in tempo. 
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CAPO XIII. 

Moto dell'acqua nei vati discontinui. 

81. DcflniztoBC del vaa* dlae«BtÌM«a. Va^o discon- 
linuo si dice quello nel quale in tutta l'estenzioue la se- 
zione non è la stessa funzione dell’ascissa, sia questa presa 
nella direttrice, sia presa nella verticale. 

82. Equazione del noto aet vaal dlaconllBBl. Per 
avere la formola del moto in cotali vasi conviene partirli nei 
recipienti continui, che li compongono, applicare a ciascuno 
di essi l’equazione (a. § 40) , e poi sommare l’equazioni 
provenienti. 

Si supponga il vaso discontinuo composto di tre conti- 
nui. Siano a, a' a" le altezze verticali dei tre tronchi; m, 
R, q le loro sezioni superiori; f, r, e le sezioni inferiori. 
Si A la pressione al livello m ; U la pressione reciproca 
nelle due sezioni a contatto f, n; K la pressione reciproca 
nelle due sezioni r, 9 ; e B la pressione alia luce e; gl’in- 
tegrali definiti di ~ nei tre tronchi siano S, S', S”, e c 
sia la velociti alla luce e. 

83. Posto ciò l’cqnazione (a. § 40) espressa in proposi- 
zione ci di, che in un tronco qualunque continuo la differenza 
della pressione superiore ed inferiore più V altezza verticale del 

tronco è uguale all'integrale definito di — moltiplicalo per 

la sezione inferiore moltiplicata per il differenziale delle ce- 
lerità a questa sezione diviso il prodotto per gdt, più in ulti- 
mo l'altezza dovuta alla celerità nella sezione inferiore moltipli- 
cata per V unità diminuita del quadrato della sezione infe- 
riore diviso pel quadrato della sezione superiore. Abbiamo 

/Ip 

poi che I’ equazione (§ 25) u — ci dice che la celerità 


1 
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ad una teziont qualunque si ottiene dal prodotto della cele- 
rilà in una determinata sezione nella sezione stessa diviso per 
la sezione nella quale si vuol determinare la celerilà. 

Ora abbiamo poslo cbc c sia la celerilà alla sezione e in- 
feriore del terzo (ronco, dunque saranno 


ec ec 


f ' r 

le celerità alle sezione inferiori del primo, e del secondo 
tronco. 

84. Applichiamo ora la prima proposizione del (§83) al pri- 
mo (ronco. La diiferenza delle pressioni è A — H, l’altezza del 
tronco è a, dunque A— H-«-a sarà il primo membro del* 

l'equazione. La S esprime l'integrale deBnito di — nel pri- 


mo tronco, questo deve essere moltiplicato pel differenziale 
della celerità alla sezione inferiore moltiplicato per la stessa 

fede 

sezione; dunque S sarà moltiplicato per -y- , o per «de , 

prodotto cbc deve essere disiso per gdt, dunque il primo 
termine del secondo membro dell' equazione cbc si cerca 
Sede 


.sara 


gdt 


Il secondo termine deve essere l'altezza dovuta 


alla celerità della sezione inferiore cioè — — moltiplicata 

2j/-> 

per l'unità diminuita del quadrato della sezione inferiore 
diviso pel quadrato della sezione supcriore dunque l'indi- 
cato termine sarà 



ovvero 

e’c> /I 1 \ 
m’/ 
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dopo ciò l'equazione pel primo tronco sarà • 

^ jj ^ Sede e V’ / 1 

jdt 2g \f^ m'^i 

operando allo stesso modo per gli altri due tronchi avremo 

H-K-v-a'= ^ (i _ 1) 

gdt 2g Vr* »V 

K M 

Sommando le tre equazioni avute ed esprimendo con a 
l’altezza verticale del vaso discontinuo avremo 


(„) A-B-v-o=: — (S-v-S'-kS") 

gdt 

2g \f^ m» '*“'7 n‘ P 
85 . EqMsione del moto permtiBeate mcI vasi di- 

aeaBtinal. Quando il moto si fa permanente il e è co- 
stante e de=0i ammettendo ciò nell' equazione antecedente 
e facendo uguali le pressioni A , B dell’ aria atmosferica 
avremo 



so le luci sono piccolissimo sarà 
c’ a 

r 


r> 


e se e è piccolissima rispetto le altre sarà 



86. S'Iatrodaee la forza d’afflaaao neU'eqMazIoae 
aatccedentc. Nel caso antecedente non si é avnto riguardo 
airdfctto dcll’atllusso che ha luogo nel passaggio del fluido 


13 
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da vaso a vaso. Nel ($ 46) abbiamo trovato per l'c- 

sprcssione della forra dell'aUlusso (4 — 1) — j, dove il k è 

gm 

il quoto della velocità dell’ acqua afDuenle, divisa per la 

velocità dell’ acqua ebe incontra : e é due volle l'aU 

gm 

terza dovuta alla celerità dell’acqua incontrata, o dell’acqua 
sulla quale si fà l’atHusso: Si è veduto poi che la detta 
quantità si doveva aggiungere al primo membro dell'equa- 
zione ((a) § 40) del molo lineare in un vaso contìnuo. Ora 
andando all’ afflusso prodotto dall’ ingresso dell’ acqua dal 
primo vaso nel secondo si vedrà, che la velocità dell’ac- 

cc 

qua nella seziono f , o dell’ acqua affluente ^ 

fC 

locità della sezione n sulla quale sì fa l'afflusso è dunque 
, ec cc n 

-T'-n-r- 

cosi il k per l’afflusso del secondo vaso nel terzo sarà 


= I. 
r g r 

Il doppio dell’altezza dovuta alla celerità della sezione n 

sulla quale si fà l’afflusso é — - , ed il doppio della altezza 

della celerilà della sezione g sulla quale nel terzo vaso si 

fa l’afflusso dell’acqua che esce dal secondo è — - ; dun- 

gg^ 

que le forze deH’afflnsso sono 




e’’c~ 

gg^ 
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Queste quantità vanno aggiunte separatamente ai primi 
membri della seconda c terza delle equazioni (§ 84) o in- 
sieme al primo membro deli’equazione risultante (a. $ 84). 
Facendo questa aggiunta supponendo il moto permanente 
ed A— B avremo 



e’e* rl^ 1_ 1 1 _a 

2g Vp m* r’ n* n’ V f 


ed 


““27 Lr ~ ^ ~ W / 


dalla quale (b) — = 
Ig 




Osservando la formola (a) (§ 85), si vede, che Valtezza do- 
vuta alla celerità nella luce del vaso discontinuo è uguale 
alla sua altezza divisa pel quadrato della luce, e divisa per 
la somma di tante differenze quanti sono i tronchi che com- 
pongono il vaso discontinuo, ed ogni differenza è l’unità di- 
visa pel quadrato della sezione inferiore diminuita dell'unità 
divisa pcl'quadruto della sezione superiore dello stesso tronco. 
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Se si voglia poi cousidcrnrc l’azione deH' afflusso del- 
l’acqua uscendo da un vaso ed entrando nell’altro, l’uaild 
divisa pel quadrato della sezione superiore del vaso sulla 
quale accade l'afflusso deve moltiplicarsi per due volle questa 
sezione divisa per la sezione inferiore del vaso antecedente 
da cui viene l'afflusso e questo quoto diminuirsi dell'unità. 

Così abbiamo 



dove l’unità divisa pel quadrato di n sezione superiore del 
secondo vaso viene moltiplicala per 2n divisa per f se- 
zione inferiore del vaso antecedente. 

‘ 87. Taal Interrotti do diorraminl. Dopo ciò si sup- 
ponga un vaso reso discontinuo da diaframmi, il cui livello 
costante amplissimo sia M. Li piani dei diaframmi siano 
m , n , q y nei quali i fori ai detti piani siano in ra- 
gione di « ad 1, di k ad 1, di h ad 1: saranno tm, kn, hq 
le grandezze dei detti fori. Sia c la celerilà alla luce f di 
sbocco. 


Applicando la formola (b) (§ 86) avremo ^ 


ari 1 1 1 /2m 
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dalla quale si vede il processo della forinola per un nu- 
mero qualunque di diaframmi. 

CAPO XIV. 

Dei vasi comunicanti. 

88. Prln* eas*. Da un vaso inesausto prismatico ver- 
ticale per un piccolo foro entri acqua in un altro vaso pure 
prismatico verticale forato di piccola luce: si domanda l'al- 
tezza dell'acqua in questo vaso quando tanta ne esce dal 
primo e tanta dal secondo. 

Si dica A l'altezza dell'acqua del primo vaso , ed F il 
suo foro; sia f il foro nel secondo vaso, ed x l'altezza del- 
l’acqua domandala. É evidente che in una unità di tempo 
esce dal primo vaso acqua espressa da Fl/2;A, e dal se- 
condo 2gx: queste due quantità debbono essere uguali: 
per la condizione del problema: dunque /‘|/2^x=Fi/2^A, 
F'A 

ed x= : e questa sarà l'altezza permanente del livello 

nei secondo vaso quando tanta acqua uscirà dal primo quanta 
dai secondo raso. L’equazione antecedente dandoci x/^=AF’ 
ci dice , che le due altezze di livello nello stato perma- 
nente sono in ragione inversa dei quadrali delle luci. 

Se variasse l’altezza del livello nel primo vaso e diven- 
tasse A', varierà l’altezza del livello nel secondo si dica 
x', ed avremo x'/'*=A'F’ sottraendo da questa rantccedente 
equazione avremo (x'— x)/^*=(A'— A)F’, cioè le differenze 
d’altezze dei due livelli sono in ragione inversa dei qua- 
drali delle luci. 

89. Si domandi ora il tempo dell' elevazione del livello nel 
Kcondo roto.Si esprima con m reffetto della contrazione della 
vena; respres.sionc mVAt\/''lg^—m[At^2gx esprimerà l'ac- 
qua, che rimarrà in un tempo At nel secondo vaso per l'uscita 
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dal secondo. Se si dica S la sezione orizzontale costante 
del secondo vaso la detta quantità d'acqua sarà uguale alla 
falda fluida Sdx sollevata nel secondo vaso: dunque 

fnFdtl/’ 2 jA — in/'d<l/^ 25 ij:=Sdj:, 

dalla quale 

, S d* 

d<= . . 

mj/' '2g Fi/ 

Per integrare questa espressione si faccia x=s^ avremo 
2S zd* 

* »ij/2y " Fi/ A — fz " 

Nell'espressione 

s 

Ti/-\-fz 

si eseguisca la divisione, e cosi spezzerà in due parti l'nna 
intera, e l'altra fratta: si moltiplichi il risultamento per 
da e si avranno due differenziali d’immediata integrazione 
quindi otterremo 

)] -e 

Si determini la costante per mezzo della condiziono <=0, 
a;=0 ed avremo 


2S 


A/a:-+-FfAAf 


FV^A-^1 

Fi/ A .1 • 


90. Si dica Q la quantità d’acqua che dai primo vaso in 
una unità di tempo entra uniformemente nel secondo senza 
produrre forza d’afflusso, si supponga che nel secondo vaso 
a Gor d’acqua sia praticato un emissario rettangolare di 
larghezza £ e di altezza variabile jc; si domanda 1' altezza 
X quando tant’ acqua Q entra nel secondo vaso , e tanta 
ne esce. 
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La portala dciremissario in nna anità di tempo Aon aiH-* 
mettendovi la contrazione della vena si ottiene dal (§ 72) 
facendovi cot.t=0 

2 

- n^x]/'ìgx^ 

che si deve nguagliare a Q. Il valore, ebe si ricaverà dal- 
l’equazione 6 

9Q’ \ 

che sarà l’altezza permanente del livello nel secondo vaso. 

Si domandi il tempo dell' elevazione del livello nel secondo 
vaso: avremo 

|q — ? m6xi^2gx ^ dt=Sdx 

Se si ponga x=z’ si dovrà integrare 
. . (idi 

3Q—2m6i^2g.z^ * 

i di cui fattori del denominatore reale, c coniugali imma- 
ginarii facilmente si possono trovare per lo spezzamento 
della frazione. 

91. Secando caso. Siano i due vasi a contatto, c 
dal primo per un foro piccolo f entri acqua nel secondo. 
Le sezioni dei due vasi siano s e s': al principio del tempo 
siano a, a' le altezze dei livelli nei due recipienti, e dopo 
un tempo t siano x, y, talché x — y sia l’elevazione del li- 
vello del primo vaso sopra quello del secondo. 

La luce del primo \aso si trova al di sotto di y del li- 
vello del secondo vaso, e di x al di sotto del livello del 
primo: quindi l’altezza dovuta alla celerità dell’acqua che 
vi esce (§ 77) è x — yt dunque la portata di detta luce in 
iu un tempo d< sarà fdti/'2g(x — y), questa é uguale alla 
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falda «dx che si abbassa nel primo vaso, ed alla falda $'Ay 
che s'inalza nel secondo nel tempo de perciò avremo l'cqua- 
zioni 

fAt\/ 2g[x—y)— — *dx, [Al[/'2g(x~y)=s'Ay. 

dalle quali abbiamo — »dx=i'dy, o *dx-t-*'dy=0. Integran- 
dola abbiamo sx-^-t'y—c, ove e è la costante arbitraria. Ma 
al principio del moto x = a , y = a’ dunque «o-*-*V=c , 
quindi avremo tx-*-*'y=sa-+-s'a': da queste abbiamo 


y= 


S' 


Si ponga 


=n 


ed avremo y = m — nx. Si sostituisca questo valore di y 
nell'equazione 

/d/t/‘2j(x— y)= ^tAx 

ed avremo 

s dx 

fi' ^g ' 1/ [ -m-^{n-*-l)xÌ ■ 

Integrando abbiamo 

quando t=0 x=a: quindi 

Fi — r|/[— w-^(n-4-1)al-t/^[— 
f(n-*-ì)i/2g 

ossia sostituendo i valori di m, ed n si avrà 

2 **' ri / / .\ ■ /*r {*-*-*'1 


/— 
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Se si vuole il lempo nel quale l’acqua nei due vasi si com- 
pone allo stesso livello deve farsi x=y lo che nell' equa- 
zione 


ci dà 




che sostituito nell’antecedente equazione ci darà pel tempo 
domandato 

(a) t= 

Se il primo vaso è inesausto sarà dx=0 perché non vi ac- 
cade cambiamento d’altezza nel cambiamento del tempo, onde 
avremo la sola equazione 

, / dy 

/l/ 2y ■ [^{a—y) ’ 


2»s'l/(a— 0 *) 


che integrata ci dà 




2 *’ 

/K2y 


l^{a-y)-*-e ; 


determinata la costante per l’ipotesi di y=a' quando (=0 
avremo 




a»' 

A/2y 


[l/(a— o')— ; 


e pel tempo in cui i due livelli Jsi pareggiano in cui y=a 
sarà 




si sarebbe avuto lo stesso risultamento se nell’ equazione 
( a ) si fosse fatto s sezione del vaso inesausto maggiore 
d’ogui assegnabile , perchè rispetto questa sarebbe sparila 


i 


i 
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la f* aggionla : c veramente una sezione tale in dello vaso 
equivale a supporlo inesausto. 

Si supponga il primo vaso inesausto e che il secondo la- 
sci uscire acqua da un foro piccolo u posto allo stesso li- 
vello di fi avremo che la quantità d’acqua che si accresce 
al secondo vaso nel tempo di sarà 

{At\/ 2g(a—y)~ «d<l/2jy 

che dovendo essere uguale alla falda infinitesima s'dy di 
che cresce l’acqua del secondo vaso nel tempo dr avremo 

. 

J/2j ■ /K(a— y)— ul/y ‘ 

Si faccia y=a> ed avremo da integrare 
tAx 

f\ (<i—x-‘)—<ax ' 

Si ponga 

*’)=!/ (\^a—x)(\/ a-^x)=x{\ra-^x)u 

Per questa sostituzione troveremo che la trasformata del 
diOcrenziale antecedente i 

— 4(1 — u’)«d«i/’ a 
{ì-*-u^)-{'2fu—u-t-uu^) 

espressione nella quale si può eseguire lo spezzamento in 
fattori ripetuti di secondo grado per gl’immaginarii, ed in 
fattori reali semplici nell' espressione di secondo grado 
2/u — sempre decomponibili in questi, essendo f ed 
a di natura positivi. Determinala coll’iiitcgrale l’equazione 
fra ( ed y si potrà avere il tempo nel quale il livello del vaso 
inferiore si pareggierà col livello del superiore, che è al- 
l’altezza a. Il valore di y a ciò acconcio si avrà se nel- 
l'equazione 
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/■tl<l/2s(o— y) -«odri/ 2yy=*'dy 


si farà dy=0 che esprime la permanenza di livello , che 
ha luogo solo quando i due livelli siano uno solo. Da que- 

sta ipotesi ricaveremo il valore richiesto y= — -i — j. (*) 

/ * ^ 

92. Terz» eaa». Siano dne vasi prismatici verticali di 
diverse ampiezze, quello di minore ampiezza abbia una luce 
al fondo, e sia verticalmente ed immobilmente sospeso den- 
tro l’altro. Siano a , i le altezze dei livelli dell’acqua, al 
principio del tempo nel vaso di minore, e maggior ampiezza 
sopra il fondo del primo e sia a maggiore di b mentre che 
dopo un tempo t queste elevazioni siano x, y. Sia A la pres- 
sione al livello del primo raso, e B la pressione al livello 


(*) Per la superiore integraxione , e per anatoghe serve la for- 
(Iti 

mola dell’ intecraiione di , che viene nello tiieziamenlo 

delle frazioni pel caso dei fatlori immaginarii coniugati ripetuti , 
che 6 l’unico caso per cui ti richiede metodo d’integrazione. InbUi 
gli altri casi espressi da 

du d» d« «du 

a-t-àu ' {a+bu)t ’ a-l-hii-«-cii> ’ (o-l-à»*)' 


Sono immediatamente integrabili. Per applicare l'integrazione per parti 

. , dii , . . (a-t-6u>— 6«a)dtl 

al proposto differenziale si trasformi in , 

(a-f-ftti»)" 

o in 


d« 


SH>dll 


(O-V-àna)»-* 


dunque avremo 

/ ’ du _ ^ du y' 

U-t-tui)' J (a-t-6u»)a-i J (<H-*u»)« 


òuadu 
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tliill’allro. Sia H la pressione reciproca nella luce del primo 
vaso e la sezione del secondo. Siano m , ed n le sezioni 
orizzonlali dei due vasi, c la celerità della sezione m, ed 
f la luce già delta. 


Dopo ciò .saranno — , — la velocità alla luce, cd alle 

f « 

sezione n del secondo recipiente. Siamo nel caso d'un vaso 
discontinuo composto di due continui. 

Prima d'applicare l’equazione (a. § 40) a questi due vasi 
leniamo proposito della differenza k—h di questa equazione 
Nella dimostrazione dclTindicala equazione il k da un punto 
allo va alla sezione estrema verso la quale si fa il moto, 
e la à che parte dallo stesso punto va alla sezione suprema 
dalla quale parte il molo. Stabilita questa direzione di k, 
ed h avremo evidentemente pel primo vaso, servendoci della 
prima proposizione del (§ 83) 


(«) 


arde c» \ 

i— H-f-x - -r 1 “j: I • 

jd< 2y ' / 


òvMii 

Applicando il inelodo cicli integraiione per parti sul avremo 


fi. 




(o-|-*«»)« 2 (n 

»u»(iliipndo avremo 


-t) 2(«. 


h,f 


(rt-t-ftU») 

a« 




f 


da 


(u-»-àua)« 2 (r — I) 


ila I r 

;a-t-6a»)«-< i[n—tìJ{ 


(o+fra’)’-' 

da 


(o-4-àa»)'-i 


i 


2(a — 1) (a-t-6u»)"-i 2(n- 


2 a— 3 f da 

i — t) J 


Per qtieata equazione si O diminuire d'una unità l’esponente del de- 
nominatore: quindi in ultimo l'integrale proposto dipenderà da 

da .... 

, Che subito s integra. 

a-l-fca> 
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Infadi la celerilà alla sezione infima del primo vaso é ^ : 

quindi il suo diflercnziale è : questo deve essere mol- 
tiplicalo per la stessa sezione ^:dunquc avremo mdc. Abbiamo 

d/ jp 

trovalo (§ 57) che l'integrale definito di — è quindi inol- 

y m 

liplicando per questo il valore antecedente mdx avremo jrdc, 

che deve essere diviso per ydt,ondc avere il primo termine del 

secondo membro nella nostra equazione, ove abbiamo appunto 

xdc , me 

— T- . L'altezza dovuta alla celerilà — della sezione infima 

gàt ( 

f è 2 ^' essere moltiplicala per 1— ^ , fallo 

ciò abbiamo 


2g\r ’ 


che ò il secondo termine della divisala equazione. 

Andiamo ài molo nel secondo vaso. Questo ò ascendente 
dalla sezione a livello col foro f verso la sezione n supe- 
riore del vasio in proposito. l’er questo molo abbiamo l'equa- 
zione 


(i) U_B— yr^ 


mydc 

y»dt 


La dilTercuza 11 — B A la dilTercnza fra la pressione alla 
sezione dalla quale parte il moto, e la pressione sulla se- 
zione n verso la quale si dirige il molo. Nel nostro caso 
k è l'ascissa, che da un punto superiore ai recipienti va 
alla sezione suprema n del liquido verso cui si fa il moto, 
ed k Al'ascissa che dal dello punto va alla sezione inferiore in 
livello con^dalla quale parte il molo;qnindila diCTerenzai— A, 
che è l'altezza del fluido, sarà negativa, e perciò invece di 
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quella dilTuronza, si dovrà porre — y. La celerità alla se- 
zione verso la quale si fa il moto è la celerità della se- 


zione suprema n: dunque questa celerità sarà — , ed il suo 

diCTercnziale sarà : questa devo essere moltiplicata per 

la sezione stessa n : dunque diventerà mdc. Questo risul- 
tamento deve essere moltiplicalo per l'integrale dcGnilo di 

— appartenente al secondo vaso che è - : avremo dunque 

mydc , . inyde 

— , che diviso per yd< ci darà il primo termine ■ — 

n ynu( 

del secondo membro della superiore equazione. Poi ci do- 
vrebbe essere per secondo termine l'altezza dovuta alla ce- 
lerità dalla sezione n verso la quale si fà il moto, cioè 

- — - moltiplicata per l'unità diminuita del quadralo della 

sezione n verso cui si fà il moto, diviso pel quadrato della 
sezione n da cui parte il moto; questo moltiplicatore di 
me 

è zero, dunque quel secondo termine non esiste. Som- 
mando le due trovate equazioni (a) (i) col supporre A=B 
avremo 


(^) 



La medi è una falda fluida ebe scorre nel tempo d< nel vaso 
superiore: dunque sarà uguale a — mdx falda che in esso si 
abbassa nello stesso tempo, ed uguale ancora alla falda ndy 
che in pari tempo s'innalza nel secondo vaso: dunque si avrà 

mcd<= — mdx=Kdy: 


Din 



1 
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. . . 1 < 1 * o- III 

di qui abbiamo d/= — — . Si ponga — =d, d onde 


9 


c=d(>, ovvero — <=s — , e dividendo questa per l’equazione 
9 c 

antecedente dt = — — sarà — = — - 7 -. Sostituendo que- 
e gat ox 

de e* 

sto valore di — , e quello di ^ = v ncIT equazione (c) 
avremo 


Per eliminare una delle variabili x, y abbiamo l'equaziono 
mdx-4-ndy=0, che integrata ci dà come sopra i§ 91) 

mx ny = ma ni. 

Sostituendo il valore di x ricavato da questa nell'equazione 
antecedente {d) avremo una equazione delia forma 


(e) {px-t-qv-+-r)dx-t-(p'x-*-r’)iv=0. 

\ 

Per rendere omogenei i coefficienti dì dx, e de in questa 
equazione, ossia per far si che le variabili nei singoli ter- 
mini di detti coefficienti non formino che uno stesso espo- 
nente si faccia * 

px-*-qv-t-r—f, p'x-t-r'=tt : 

ed avremo 


pdx-‘-ydB=da p'dx=d«. 
du , 

Soetiluito il valore di dx= nell'antoecdcnte equazione 

avremo du= — — sostituiti questi valori nella (e) 
1 QP 

avremo una equazione della forma 

(p"s-^y "ii)d M-t- r"Mdx =0 
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equazione ditTcrcnziale omogenea; per la separazione delle 
variabili si ponga x=Mt. Fatta la sostituzione essa diverrà 
della forma 

(p'"-v- 9 "t)du-.-r"'«d /^0 

che si riduce a 

equazione immediatamente integrabile. 

Integrata cosi l'equazione (e) si avrà la v in x: ma abbiamo 

Ax dx 

- e \/'2gv 


ove posto il valore di o in x si potrà avere la l in x, e 
quindi si avranno due equazioni nelle quali la ( , e la e 
sono date in x. Se il vaso inferiore é molto ampio potrà 
farsi il livello di costante altezza : onde y — b. In questa 
ipotesi la {d) diventa 


il) 


X — 5 = — 



perchè sparisce la ^ a causa della n grandissima. Questa 

equazione per l'integrazione si tratta come la (e). Se di più 
la luce f sia piccolissima rispetto la sezione m del vaso su- 

m ^ 

periorc sarà — grandissima, c perciò ncU'antecedcntc equa- 
zione nel secondo membro rimarrà il solo grandissimo ter- 

m*i> , m’c , . m’c’ , 

mine dunque avremo =x— 6, ossia =x — é: 

I f ^91 

' cioè l'altezza dovuta alla celerità della luce è la ditTcrenza 
dei due livelli; quindi il moto cesserà quando il livello del 
vaso supcriore si pareggierà con quello dcH'infcriore. 


Digitized by (ìoo^Ie 



CAPO XV. 


Moto in genere deìl'aequa pei tubi. 

93. Si supponga un tubo che imbocchi con un rccipicnle 
assai vasto mantenuto coslantemenle pieno di acqua, questo 
sistema potrà considerarsi come un recipiente , nel quale 
il fluido si muoverà con moto lineare, quindi si potranno ap- 
plicare a questo le teorie antecedenti, che riguardano i vasi 
comunicanti. 

94. Il sistema dèi vaso e del tubo darà un vaso continuo 
so questo imboccherà conformato in guisa da secondare la 
vena contratta; sarà discontinuo se ci6 non avverrà, o se 
il tubo non sarà continuo , come sarebbe per esempio se 
fosse interrotto da diaframmi. 

CAPO XVI. 

I 

Moto pei tubi continui. 

95. La velocità dcll'aeq^aa nell'naiclre da pacato 
tubo sarà quella .dovuta alla distanza verticale del livello 
dal centro della luce del tubo : ciò viene dal (§. 41), av- 
vertendo ebe la luce ò piccola relativamente alla ampiezza 
assai vasta del livello (§. 93). 

96. La preaalonc in nna aealene ^nalnnqne del 
tabe è rappresentata dalla differenza fra l'altezza del livello 
sulla sezione c l’altezza dovuta alla celerilà in questa; (al 
differenza aggiunta alla pressione atmosferica sul livello 
(§. 30). Sia a l’altezza verticale del vaso, 6 quella del tubo, 
m la sezione all’origine del lobo, ed f quella dello sbocco. 
Sia di più y la sezione, nella quale si vuol la pressione, 

14 
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e 2 la sua disianza verticale dalla imboccalnra, avremo 


[p = A a 



97. Da questa equazione si ricava a causa del segno ne- 
gativo, che la pressione può diventar negativa, ed essendo 
positiva pnò essere minore della pressione atmosferica. 

98. $annd» la preaaiane al fa Becatlva in quella 
sezione le molecole abbandonano la parete del tubo strin- 
gendo la sezione, ed in questa il tubo si fa discontinuo. 

99. Afilacbè la preaaloBe non dlTentl nccativa 
all’ Imboecalni'a dove z = 0 ed y = m deve essere 

a -4- i < (A -+- a) . 

Qui se il tubo è cilindrico essendo m=f sarà 
a -t- b K a , o 4<^A, 

quindi la sua altezza non può eccedere metri 10, colonua 
barometrica , senza che la pressione si farà negativa. Un 

tubo convergente ove è frazione spuria comporla allez- 

za maggiore, ed in un tubo divergeute, per cui — ó vera 

frazione non può giungere a quella altezza. 

100. Se 11 Inbo giace orlzsontale sarà b = 0 , ed 

avremo la condizione 

m’ 

o<(A-4- 0)^: 


quindi se il tubo è cilindrico o convergente, questa con- 
dizione si veriGcherà sempre a qualunque cstenzione del 
tubo : ma so sarà divergente impiccolendosi la frazione 

^ sempre più che si allunga il tubo, l’ inuguaglianza non 
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sussisterà sempre, e perchè sussista potrà allungarsi Gnchè 
m’ a 

SI mantenga • 

101. So tale sarà la struttura del tubo, che in una se- 
zione la pressione sia positiva, ma minoro della pressione 
atmosferica , allora praticata in questa sezione una aper- 
tura alia parete uon solo non ne uscirà stilla d'acqua, ma 
l'aria premendo con forza prevalenlo s' introdurrà nel tubo, 
e framischiandosi coll'acqua ne romperà la continuità. 

102. Affinchè all' imboccatura del tubo la pressione almo 
sferica non sia maggiore di quella del fluido dovrà essere 


6 < 


r 


quindi nell' imboccatura dei tubi inclinali al basso e ci- 
lindrici non polendo essere a ^ b a prevarrà sempre la 
pressione atmosferica , lo che avverrà mollo piu nei tubi 
divergenti. Nei convergenti non sempre, potendo essere che 

la frazione spuria -jj cresca tanto da fare sussistere la su- 
periore inuguaglianza. 

103. eie 11 è erlazentAle sarà 


«r 

ò = 0 e p => \ -t- a . 

. m 

Qui se il tubo è cilindrico avendosi f = m sarà p = A. , 
cioè per tutto la pressione del fluido sarà uguale aU'almo- 
sferica; sarà maggiore nei convergenti , e minore nei di- 
vergenti. 

104. Qualora al abbia diacoulinno 11 tubo che 
linboecacol gran recipleute, per la velocità deH'efflusso 
abbiamo l'equazione del (§. 87), nella quale si suppongono 
Ire diaframmi che ristringono la sezione nelle ragioni di 
1 : . , 1 : 4 , 1 : A. 
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105. Vale la stessa equazione se il tubo invece di stroz- 
zature abbia protuberanze o varici, ebe dilatino le sezioni 
di 1 ; I, di 1 : A ec. ; e dalla stessa equazione si ricava 
come le varici arrechino discapito allo velocità, c si cal- 
cola detto discapito. 

106. Dalla stessa equazione si ricava, come 6 indifferente 
per la velocità deircfllusso il sito di codeste strozzature , 
o varici , o I’ intervallo fra I' une o I' altre. Come anche 
riesca allo stesso o la strozzatura stringa , e la varice al- 
larghi un cerchio solo del (ubo, o si prolunghi per qual- 
che tratto. 

CAPO XVII. 

Effluuo pti tubi addizionali. 

107. Spesse volto dallo luci dei vasi si trac l'acqua per 
mezzo di tubetti cilindrici, conici, o di altra forma; ora 
6 necessario conoscere quale alterazione producano questo 
aggiunte alla velocità cd alla portata deircfllusso. 

108. Ora può avvenire, che il tubo imbocchi col reci- 
piente conformandosi alla contrazione della vena, cd in tal 
caso il recipiente cd il tnbo formeranno un vaso continuo. 
Se il tubo non si conformerà alla vena contralta, avremo 
allora un vaso discontinuo, dove alla imboccatura si potrà 
supporre come un diaframma che restringa la vena nella 
ragione di 1 : 0,6. Consideriamo i due casi. 

109. Sécandando 11 tab« la caatraElaae della veaa 
l’altezza dovuta alla velocità deU’efllusso sarà l'altezza to- 
tale verticale del recipiente c del tubo : cosicché se lo due 
altezze siano a, b avremo 
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110. Quando il tubo non oegua la eontraaloue 
della vena avremo la formola 87) 


c 

2'g 


a-*- b 


1 — ^(-- 1 ) 
m ' I ' 


facendo in quella i — 0.6 sarà 

a -4- 4 


c 

2j 


9m’ 


111. Sia II tube ellindpiee ove f=m, sarà 


9 

Si ridurrà — a frazione continua, e sarà 


1 

1-4-1 


2 - 4 -^ 

4 


1 9 2 

e Irascurando 7 sarà prossimamente » quindi 

4 lo O 


-=-(«- 4 - 4 ) , 

onde la velocità deU'efflusso non è dovuta all’altezza a-4-4 ma 

2 j. 

a — di questa, 
o 
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Della portala dei tubi addizionali. 


112. La porlata della luce di un tubo che imbocca 
secondando la vena contraila è Q = ftl/2g(a -t- 6). Para- 
Paragonando questa colla porlata della nuda luce mtl/'2ga si 
vedrà quali tubi accrescano, o scemino la portala. 

113. Se il tubo è oriiiontale le due portate saranno 
fl\/"2ga , mH/'2ga , onde sta la portala della nuda luco 
a quella del tubo = m •• f quindi un tubo conico diver- 
gente aumenta la portata; un tubo cilindrico non l’altera, 
un conico convergente la diminuisce. 

114. Quanto più si dilata la bocca del tubo divergente 
tanto più so no trac di acqua. Non può però dilatarsi tanto, 

che superi ^ (§ 99), altrimenti la pressione si fa 

m a b 

negativa, e l'acqua più non sicgue la parete del tubo. 

115. La portata d' un tubo adattato ad nna Inee 
«colpita In laatra aottile 6 


0 .-=/■( 



i/l 

9m’ 


Ora la portata della nuda luce è - mll/'2ga : quindi pa- 

O 

ragonando queste due portale si potrà giudicare se il tubo 
sia di vantaggio, o di discapito alla portala. 

1 16. Se II tabe è cilindrico orizsontale la portala 
sarà 

9a 

Q = m( l/2j. , 
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5 

c quella della nuda luce sarà - onde la ragione 

o 

delle due portale sarà quella di 




: 10 == 


1/^170 : 10= 13 : 10 

prossimamente : dunque un tubo addizionale accresce la 
portata nella ragiono di 13 : 10. 

Inoltre la portala della luce m carata a seconda della vena 
contratta è ml\/2ga. Paragonata questa come quella della 
luce scolpila in lastra sottile avremo, che saranno come 

1 : j = 8 : 5 = 16 : 10 . 

O 


117. Da tutto ciò si ricava , che la portata della luce 
1° scolpita in lastra sottile , 2° munita di tubo cilindrico 
O" ricavala a seconda della vena contratta saranno come 10 
a 13, a 16. 

118. Un tubo conico divergente accresce ancor di più 
l'erogazione. Se diverge cosicché sia = 1^2 : 1, la portata 
diventa quasi uguale a quella che si avrebbe dalla luce for- 
mata ad imbuto a forma della vena contratta. Infatti se 
nella formola 



si pone .^ = 2 avremo 
m 
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ma dunque questa portala sarà 



che poco difTcriscc da mt|/2^a , che è portala da una 
luce formata a secondo della vena contratta. Ma può ot- 
Irnersi copia d'acqua maggiore dilatando la bocca del tubo 
ancor di più, e sino al limile, dopo quale la pressione si 
farebbe negativa. 

CAPO XIX. 

Molo dell'acqua per li lunghi tubi. 

119. Al corso dell’acqua per li lunghi tubi fa notabile 
rcsisicnra rallrilo. Questa resistenza 6 accresciuta dalla te- 
nacità, colla quale le molecole aderiscono I' una all'altra, 
e s'attaccano alle pareli del tubo, c dalle parti più pros- 
simo alle pareli si propaga allo più lontane. Il difficile é 
di ricavare dall’ esperienza gli elementi, e le loro rela- 
zioni per esprimere in calcolo la resistenza risultante: quindi 
si ricorrerà alparlilodi stabilire una ipotesi in qualche modo 
plausibile, e sccondoquesla comporre una formula per la resi- 
stenza fra gli elementi, che daH'ipolesi sono stali Gssali come 
inlloirc sulla detta resistenza. In questa formula poi si por- 
ranno dei oefficìenli indeterminati da determinarsi dalle 
e.sperienze , colle quali si cercherà di accordare il fallo 
coir ipotesi. Noi adotteremo questo partito, e perciò fisse- 
remo la ipotesi c la formula risultante di Prony. 

120. Questi stabilisce, che nei tubi dello stesso diametro 
la rcsistanza sia una funzione della velocità, in guisa che 
si componga di due termini, uno che contenga il quadralo 
della velocità, e l’altro la velocità semplice. Nei tubi poi 
di diverso diametro stabilisce, che la resistenza sia tanto 
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maggiore quanto è minore 1’ area della sezione , e quanto 
è maggiore il perimetro della medesima soggetto a stropic- 
ciamento. Di qui si Tede , che la resistenza sarà inversa- 
mente proporzionale al rapporto dell’area al perimetro. Que- 
sto rapporto si chiama raggio medio. Si vede che pei tubi 
cilindrici il raggio medio è la qnarta parte del diametro 
del tubo, infatti I' area è espressa da nr* , e la circonfe- 
renza da 2nr, onde il raggio medio sarà 

nr’ r 

2ar 2 ’ 

121. Sia la resistenza il raggio medio D , e la ve- 
locità u , è evidente che l’ ipotesi di Prony sarà espressa 
dalla formola 

2D 2g 2D 

ove a , ^ sono i eoefficienti indeterminati , o riguardo ai 
numeri sono posti quelli , che possono sempliGcare le ap- 
plicazioni di calcolo. 

122. SI da rcqaaxioise difflereualalc delle TCioeltk 
dell'aeqnn ebe carré Inngo nn tnlia clllndrlee, am- 
ineBaa la realaleaaa. Sia dunque un tubo cilindrico di 
sezione f , che imbocchi con un gran recipiente ed incli- 
nato al basso. La sua inclinazione alla verticale sia f. Sia 
L la sua lunghezza, c à la sua altezza, essendo a l’altezza 
del livello costante del recipiente sol centro dell’ imbocca- 
tura del tubo. Finalmente siano A , B le pressioni al li- 
vello, ed alla luce del tubo, ed U la pressione all’ imboc- 
catura. Si consideri ora una sezione f ad una distanza l dal 
centro dell’imboccatura, e x sia l’ascissa verticale di que- 
sta sezione dall’ istesso centro. Consideriamo ora le forzo 
che animano la falda fluida fdl. Il peso di questa falda sarà 
gfdl, c la forza sollecitante della falda sarà la componente 
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ili gfdl secondo di : quindi sarà gfdlcosf — gfdx. La pres* 
sinne sulla faccia f della falda dopo l sarà gfp , c quella 
contraria sulla faccia f dopo l-*-dl sarà gf(p-*-dp)i dunque 
questa falda sarà sospinta contrariamente al molo dalla forza 
gfdp. Finalmente tutti i punti della falda fdl risentendo la 
resistenza ^R, risentirà essa contrariamente al molo la re- 
sistenza gfRdl: quindi il quantitativo di forza da cui è ani- 
mata la falda sarà gfdx — gfdp ~ gfRdl, che divisa per la 

falda fdl ci darà la forza acceleratrice ~ : quindi 


dt 


du gdz gdp 

~di ~~df ~ ~df 


jR 


dp = dx-Rdl-!Ìi . p 

^ g di 


la quale integrata nell' ipotesi di dt costante ci darà 

,, ni * 

p = L-+- X -- RI . . 

g di 

123. Si porli all' imboccatura l' integrale , ed in questo 
essendo p=U, : = / = 0, avremo C = H onde 

l du 
g dt 

Determineremo la pressione H dietro l'ipotesi, che levato il 
tubo, la luce che viene nel recipiente si può considerare 
come un tubo addizionalo cilindrico orizzontale. In questo 
caso abbiamo (§111) 

2 


p = H 


RI 


2g 


(A _ Il -t- a) 


e però 


H = A -4-0 - - 


'^9 
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Finalmente alla luce del (ubo devo essere z ■= h , / r= , 
p=B avremo dunque 

L du 

B = — RL - 

g dt 

Posti in questa i valori di H ed R e fatto A = B avremo 
per determinare la velocità l’equazione 

L du , So'/. «l‘\ 3/3L 


ossia 


du g óUg ó /, «L.\ . 

dt L ' ' 2D 4|A D / 


'2g\ 

3/3j 3 




Facciasi per brovilàA= ; 

Li 

3/3j 


t — ^PS m — 


c SI avra 


dt=n 


? 


du 


I.Ì — ku — mu* 


Per integrare questa equazione facciasi u=u — — ri- 

2m 

sulterà 


dx 


L — 

m 4m’ 


(a) di = — . — j- , ove c* 

m c X 

decomposta la (a) in fattori ed integrata ci darà 

l 


— £ P 

2mc Ve — X 


Si determini la costante in guisa che sia t = 0, u = 0 e 
k 

perciò a: = —, c si avrà finalmente 
2m 
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Se facciasi 





troveremo passando dai logaritmi ai numeri 

Ae»-"» — 1 


ed 


Xe»”" 1 

Xe»"M_ 1 * 

t ~ 2m 


124. Per poco che cresca il tempo la quantità e’’”" di- 
viene grandissima, onde rispetto essa si possono trascurare 
le unità nel numeratore, e nel denominatore, con che avremo 


(«) 


u = e 


k 


2tn ’ 


cioè sarà il moto ridotto a permanente- Quadrando l'an- 
tecedente uguaglianza avremo 


(*) 



ma era (§. 123) 



e dalla (a) qui sopra c = u -i- — . Sostituendo dunque que- 

sti valori nella (à), c riducendo avremo mu’-<-4u = A, c 
ponendovi i valori di h, k, m (§■ 123) si avrà 
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/ dLlu’ jSLu 2 
(A) 

125. Se quando (§. 122) abbiamo trovato le forze da coi 
era animato Telcmonto della falda fluida, che erano espresso 
da gfdx—gfdp—gKfdl si fosse supposto il molo permanente, 
si sarebbe posto uguale a zero questa quantità, perche nel 
moto equabile la forza è nulla; con questo si sarebbe avuto 
dp = dz — Rdl. Questa integrala ci da p = U-i-s — Rf 
perché quando z=0, i = 0, p = H. Poi abbiamo avuto 
(§• 123) 

2 


donde 




II -^-u) 


H = A 


3 

“ ~ 2 ^ 


Finalmente quando x — b, f = L devo essere p = B: dun- 
que B = H-f-A— RL. Posti per 11 , ed R i loro valori c 
supponendo al solilo A = B avremo per determinare la u 
r equazione 

aL.u’ jSL 2, 

dkg D 3 ' 

come nel (§. 121 ). 

Se si fosse supposto che il (ubo imboccasse al recipiente 
conformandosi alla contrazione della vena , poiché in tal 


(A) 


1 . 


■b) 


caso si sarebbe avolo H = A 
in ultimo 

3<zL 


• o — —, avremmo ollenulo 

2y 


, . 3^L . 

I i 1^ H — ! — u = a -h- 6 

' 2D hff 2D 

126. SI proponga ora 11 problema. Inclinare il tubo 
alla verticale con tale angolo 9 , che la velocità dello sbocco 
sìa uguale a quella, colla quale l'acqua uscirebbe della luco 
del recìpienle per uu breve tubo addizionale. 
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L'equaziouc (A) (§. 124j di venia nel caso del problema 
/ «L\u» /3L 2 


(B) 


u’ 2 

ora r ipotesi del problema ci ^ ~ <lunque si 

ponga questo valore nella equazione antecedente, e si di- 
vida per li sarà 

1 

cos? = — {(aa -t- fi\^^ag) 

So r imboccatura fosse a seconda della vena contralta si 
avrebbe 

cosp = (aa -<-l3[/2ag) 


Essendo il risultamcnto indipendente L si vede, ebe quel- 
l'aumento di velocità che si produrrebbe dairallungamenlo 
del (ubo vien distrutto dalla resistenza. 

127 Se il tubo 6 meno declive la velocità é minore di quel- 
la ebe si avrebbe dalla luce del recipiente per un tubo ad- 
dizionale, c tanto più scema quanto più il tubo si prolunga. 
Se più declive la velocità è maggiore, c cresce allungandosi 
il tubo. 

Per dimostrare ciò si faccia 

1 

eosf = — (aa -I- /3l/ 2ja)dz N 


essendo N una quantità positiva qualunque. Posto quo 
sto valore in (B) risulterà 


/ aL\u’ 6L 2 /. au 

( 1 -H 1 — t-— u = - a( 1 — 

V D/2o D 3 \ D 


rlg 


«L V 2 /3L^ 

3 ir 


|^3jra ; 




e ponendo 
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■ 

D 

m , . 

>--o 

si avrà 

2 2 

u’ -t- 'Igmu — - 2jo Zga ± 


hglS 




c quindi 
u — — gm 


I /"*2 

quando N = 0 risulta t< =|/ ^ come se il (ubo non 

esistesse. Se N non é zero e si ammette il segno supcriore 

1 /~2 

il lobo sarà più declive, c verrà «>1/ g 2ja. Se final- 
mente si ammcllcrà, il segno inferiore, il tubo sarà meno 
declive ed « < — 2^a. Il valore poi di u non solo 

dipende dal segno di che é alTctta la quantità N, ma 
anche dalla lunghezza L del tubo, quindi la velocità si fa 
anche maggiore allungandosi il tubo. 


CAPO XX. 


Della pressione dell'acqua nella parete de' tubi. 

128. Per avere la preaaiane ad nn panie qnalnu- 
qae della parete si riprenda l'equazione (§. 124} 

p = H a — Ri 

quando z=6 si b.i / = L, p=B , o p=A essendo A=B : 
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Dunque A - H -V- 6 — RL. SoUraUa questa dalla ante- 
cedente sari 

p A — b -f- a — R(L — ó) f 
OTe ponendo il valore di B (§. 121) avremo 


p = A-4- 


3 L — //^ 


2 D \2j 
Se sì supponga isLcosp, a = icosp avremo 

3 L — i ,aw’ 


/3«) 


— t !«•* a \ 

p „ A - (L - t)cOSp - -D" ) 


(a) p = A — (L — /)cosp 
ora si ha 

1 

cosp = - (ao -t- ^l/^^ag) 

(§. 125) ò poiché sotto questa inclinazione é come se il 
tubo non esistesse {%. 126), perciò sarà «= fa- 


cendo queste sostituzioni in (a) avremo 
L-i, . 3 (L-i)/2 


:A — 


(«o-^/Sl/3ja)-.- - —^(3 a«-^/3 3 . 2 ja) 

donde p = A. quindi il tubo é dovunque premuto colla 
pressione dell’aria atmosferica. 

129. Essendo 

3« m’ 35 

R = — 1 — - . u 

2D 2y 2D 

l’equazione (a) diventa 
(i) p = A (L — i)(R — cosp) 

E qui conviene osservare che quando 

1 

R = cosp - («o -t- /Sf^Sjo) , 

anche R^cusf, ed allora la pressione é ovunque uguale 
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alla pressione atmosferica; ma se sarà cos.ycCR la pres- 
sione all’origine del tubo ove / = 0 sarà p'>A., cd andrà 
diminuendo fino allo sbocco in cui etsendo 2 = L risulta 
p Al contrario se sarà cos.^;>R la pressione all’ori- 

gine sarà p<l\. e potrà esservi tal lunghezza del tubo per 
cui questa pressione si renda negativa; infatti l’equazione 
di p diviene in questo caso 

p — A — L(cos.p — B) ; 

dove si vede che se sarà 

A <C L(cos.9 — R) 

risulterà 0 - 


CAPO XXI. 

Molo di una data massa di acqua in un tubo. 

129. Questo è il terzo caso, che rimaneva ad esaminarsi 
come fu proposto (pag. 145, § 39). 

Per avere questo caso s’ immagini un tubo ricurvo po- 
sto verticalmente in faccia di chi lo vuol considerare. Que- 
sto tubo abbia in alto due bracci di costanti sezioni fino 
a due punti più bassi dove si uniscono con un tubo in- 
terposto qualunque. La sezione costante del tubo a dritta 
sia f c quella del tubo a sinistra sia m. Sia q I' inclina- 
zione del tubo a dritta alla verticale, 9 l’inclinazione del 
tubo alia sinistra. Supponiamo questo tubo con una massa 
d’acqua, che sia in equilibrio c supponiamo che p sia l’al- 
tezza verticale dell’ acqua nel tubo a sinistra, considerata 
dal livello fino alla sezione dove questo tubo si cqngiunge 
coir interposto. Sia q l’analoga altezza dell’acqua nel tubo 
a dritta, si supponga, che turbandosi I' equilibrio l’acqua 
discenda nel tubo a sinistra c monti in quello a dritta: se 

15 
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si considuri uu tempo t di questo moto, il livello del tubo 
a dritta salga vcrticalinento della retta x. Sia a la diOe- 
renza dei due livelli. quaodo erano in equilibrio: cerchia' 
mo questa difTerenzi quando nel tem{io ( il livello a dritla 
sia montato di t. A questo fino cerchiamo di quanto sia 
sceso verticalmente il livello nel tubo a sinistra. Se il li» 
vello a dritta é montato di z dunque avrà percorso nel 

suo tubo la parte — dunque sarà dentro lo stesso tubo 
C0S.5 

montala acqua di quantità .Se diciamo ar la lunghezza 

percorsa nello scendere del livello dei tubo a sinistra nel 
tempo t la quantità d’acqua discesa sarà- nuc. Per la conti' 
nuità del moto tanta acqua ascende nel tubo a dritta quanta 
ne discende nell'altro, dunque 



X 


/•> 

meos.^ 


c la scesa verticale sarà espressa da 


fzcos.(p 


mcos.| 

130. La differenza verticale primitiva dei due livelli era 
a: ora nel tempo t essendo asceso verticalmente il livello 
a dritta di 3 , questa quantità ha diminuito dal basso in al- 
to tale differenza a di 3 , c perchè in pari tempo il li- 
vello a sinistra è disceso verticalmente di 


fzQOS.9 

mco8.| 


di questa quantità dall’alto in basso ha diminuito lo stesso 
a , dunque la differenza dei duo livelli dopo il tempo t 
sarà 
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c so SI ponga 


fzemf 
mcos.| ’ 

/cos. p ^ 


mcos.^ 

quella difforcnza sari a — bz. 

f'dl 

131. Si deve ora p^r tulio il tubo trovare^ — . Appli- 


candolo al tubo a sinistra 


inislra^- 

C^L— ^ 

J nz m 


Sara 


(love la Z è la lunghezza del tubo Gno alla posiziono del 
suo livello dopo il tempo I. Ora la lunghezza Gno alla prima 

posizione al principio del molo era espressa da — — — . c que- 

cos.p 

sta lunghezza si à diminuita di — - — spazio percorso dal 

meos.f 

livello, dunque dopo il tempo t avremo 


COS p 


A 


meos.? ’ 


<5 perciò 


ndl 

J y 


f- 


meos.p m’cos.§ 


/ di I 

— al tubo a dritta sarà esso — dove la l 

y f 

sarà la lunghezza Gno alla posizione del livello dopo il 


tempo /, ma quella lunghezza era al principio 


cos.| 


ed il 
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livello nel Icnipo t ha percorso ;; dunque sarà 

eos.5 




e quindi 


COS.5 cos.§ ’ 
• ' V /cos. l 


/cos.| /cos.? 
rdl 

■Se J — per il tubo interposto si esprima per S, sarà per 


tutto il tubo 




meos.f /cos.? /cos.? m'cos? ’ 


e ponendo 


sarà 


mcos.9 /cos.? 


= P. 


r£=P^^i-r.). 

J y /cos?\ m‘ I 


132. Si riprenda la formola generale del moto lineare; in 
questa la dilTercnza A — B delle pressioni atmosferiche so- 
pra i duo livelli sarà zero, e k — A differenza dei due li- 
velli sarà a — bz, e si dica e la velocità colla quale ascende 
il livello del tubo a destra. Dunque quella formola nel caso 
nostro sarà 



Questa equazione contiene tre variabili e, I, z, per elimi- 
narne una, cioè la dt si prenda Tequazione 
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. . c* . j 

cdt— =; SI faccia = •'' onde — = ds, 

cos.? ff 

e fatte quindi In sostituzioni antecedenti, diventerà 
odi — ézds = P/y»cos ? (sdz ids) ^ ^ . 

Integrando questa equazione e trovando il valore di > 
avremo 




P/coS.? 


133. Questa espressione diventa nulla tanto per r = 0 
quanto per 


2a 2amco$.^ 

6 mcos5-'-/cosy * 


e questa sarà l’escursione verticale dell'acqua dentro il tubo 
a dritta per la quale avremo tanto la velocità e quanto 
l’altezza dovuta ad essa, uguale a zero cioè la quiete ; è 
facile vedere clic l’escursione discendente nel ramo a sini' 
stra sarà 


2af 

meos^ -t- /cos.y 

È da notarsi che l'ampiezza di questa escursione non di- 
pende nd da P , nò da S ; e perciò non dipende nò dalla 
lunghezza l del tronco intermedio ai due rami del sifo- 
ne , nè dalle sue sezioni y ossia dalla sua configurazio- 
ne. Nell’ equilibrio dove x~~ la quantità a — bz dif- 
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fcrcnza dei due livelli diventa — a , adunque il livello 
a dritta si eleva su quello a sinistra di tanto di *quanto 
n’ era depresso al principio del moto : dunque avrà luogo 
una seconda oscursioac da dritta a sinistra per determinare 
la quale nei due tubi le lettere p , m ^ 9 si cambieranno 
nelle 7 , f, ^ dunque l'escursione dell'acqua nel tubo a si- 
laf 

nistra salendo sarà = cioè uguale alla prc- 

tneos.f -t- /cos.p 

cedente discesa, e reciprocamente l'escursione discendente 

nel ramo a dritta sarà uguale alla prece- 

nicos.f feos.^ 

dente salita, dunque la seconda escursione ricondurrà i li- 
velli dell'acqua all! stessi punti d'onde erano parliti, talché 
si vedo che l’acqua oscillerà perpetuamente a modo d’ un 
pendolo. 

134. Cni«* nel quale I due tubi siane della stessa 
sezione. In questo caso m=f, ed il valore di « diventa^ 

2at—6z^ 

2P/C0S.? ■ 


Se a questa formola si applica la regola dei massimo si 
trova z — 7 , ma per arrivare alla quiete si richìede- 

rà (§. 133) z — ^ dunque colla metà del cammino nei 

nostro caso ha luogo la velocità massima. 

135. Deteensinaziene del tempo dcll'oselliazione. 

Abbiamo l'equazione cdt — - | dunque 


dl = 


dz 

c cos. I 


cos.g \J{2gs) V * 7 COS.| ' ^^Mz 
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' "\/; 


V; 


1 Pf 

<h 

6gcos.^ 

ja^ 0 ’ 2o; 

V F"*“ T “ * 

v/ 

dz 

V Ajcos-I 

bdz 

/ 

a 

bgeos.^ 



Integrando questa espressione avremo 

w 






facendo 


2a 

i = — avremo l 
b 


■U 


lY 


Ajcos.§ 


perché fatta quella sostituzione abbiamo 


arc.sen.(= 1), 


e questo è un quarto di circonferenza, o -, intendendo al 

*à 


solito n la mezza circonferenza di raggio uno. Se si porta 
quell’ integrale al principio del moto dove = 0, e t — 0 
avremo 
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arc.sen.( = — 1 ) . 


Questo 


arco seno (= — 1 ) è — - , 

A 


dunque pi principio avremo 

o=_iv/uì: 

2V*Jcos4’ 

e l'integrale fra i limiti sarà 

* ” bgcos4 " 


Sostituendo il valore di é, ricordandoci che /— m, avremo 
finalmente 


V ^COS.I 


2L 

p-t-JC0s4 


questo è il tempo di una oscillazione; per avere il tempo 
della seguente bisognerà cambiare q, cos.? in p, cos pe vi- 
’eevcrsa, ma per questo cambiamento rimane la stessa espres- 
sione del tempo dunque la seconda oscillazione è dello stesso 
tempo, o sincrona colla prima. 

136. Se si osserva il valore di questo tempo si vede es- 
sere esso indipendente dalla posizione dei livelli primitivi, 
perchè le inclinazioni 9 e ? dei tubi alla verticale sono va- 
riabili a piacere. 

Si vede però che questo lem|K> dipende dalla lunghezza 
dei due tnbi 

COS.9 cos.| 
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0 dipende dalla lunghezza del tubo intermedio e dalla sua 
conGgurazionc o diverse sue sezioni. Le lunghezze dei due 
tubi e deirinterposto danno il tempo più lungo, o [tiù corto 
della oscillazione secondo che queste lunghezze sono più 
grandi o più piccole. Le sezioni poi del tubo interposto tro- 
vandosi nei denominatori di 



daranno il tempo più lungo o l'oscillazione più lenta se- 
condo che più piccole siano le dette sezioni, o sia secondo 
che più stretto sia il tubo, come saranno più veloci secon- 
do che il tubo sarà più largo. 

137. Sappiamo che la formola del tempo del pendolo 
semplice ò 

'"Vf 

dove r é la lunghezza del pendolo, dunque la lunghezza 
del pendolo sincrono alla oscillazione dell’acqua nel no- 
stro tubo è 

Pf 

COS.p-t- cos.| 

138. Supponiamo che l'intero tubo sin cilindrico. Siano 

l l' le lunghezze dei tubi retti ed L la lunghezza dei 
(ubo interposto. In tal caso nell'espressione ' 

/cos.f /cos.? 

in luogo di 

P 9 
feos-f ’ /cos.| 


dovremo porre l c l', inoltre essendo 
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l 

f 


dunque invece di S dovremo porre — onde avremo 



e 


in (al caso la lunghezza del pendolo scmplico sincrono alla 
nostra oscillazione sarà 


L__z_^r 

COS.p-t- cos.| 

che è la lunghezza dell’inlcro (ubo divisa per la somma dei 
coseni delle inclinazioni dei (ubi retti alla verticale. 

Se i tratti estremi nei quali oscilla l'acqua saranno ver- 
ticali essendo 

la lunghezza del pendolo sarà 

L i' 

: 2 

ossia metà della colonna oscillante. 

139. Legce delle ••clllazlonl plccolteelaao. Lor- 
quando le oscillazioni si suppongano piccolissime, qualun- 
que sia la figura dei (ubi nelle quali si effettuano, possono 
ritenersi per quel tratto come cilidrici, e cosi avrà luogo 
(§. 132) 
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P/-cos?^z(l-^) 


Ma essendo qui z piccolissima, polrà tralasciarsi il secondo 
termine del denominatore, c sarà 

2az — Az’ 

2P/COS.? 

come al §. 134, c perciò le oscillazioni saranno isocrone, 
qualunque sia la loro ampiezza, purché sempre assai pic- 
cola, e la lunghezza del pendolo sincrono sarà dato da 

COS.p-t-COS 5 


zoenGG 
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do. - 21. Condizione per l'integrabilità delTcqua- 
zionc delle forze sollecitanti nei fluidi omogenci.- 
22. Caso esteso in cui si vcrilica la condizione di 
integrabilità dell’ equazione delle forze sollcci- 


citanti » 129 a 13S 

CAP. IV.o Molo permanente dei fluidi pesanti. — 2i. 


Delinizione del moto permanente dei fluidi nc.san - 
ti. - 23. Equazione fra le velocità e le sezioni. - 
27. Determinazione della velocità nel moto per- 
manente dei fluidi pesanti omogenei. - 28. Propo- 
sizione di Torricelli. - 29. Velocità nel moto per- 
mancntc dei fluidi clastici. - 30. Formola della 
pressione nei fluidi omogenei pesanti. . . » 135 a UO 
CAP. V.° Del molo lineare dei fluidi omogenei pe- 
santi. — 32. Caso in cui ha luogo il moto per- 
manente. - 33. Riflessione sulla formola che es- 
prime l'invariabile disposizione delle molecole nel 
moto lineare. - 34. Formola del moto verticale 
dei fluidi omogenei pesanti. - 33. Moto secondo 

lf> 


— 342 — 

una direttrice qualunque. - 36. Riflessione snl - 
l'equazione avola. - 37. Modilicazione sull'egua - 
ziong. ■ 38. Confronto dei moti secondo una di- 

reUrice verticale ed obliqua a 146 

CAP. Vl.° Del moto lineare delt luoua nei vasi ine- 
sausti. — 40. Si assegna la velocità dell'elllusgo 
in un Taso costantemente pieno. - 41. Conse - 
guenze della formola della TelocUà. -42. Caso di 
apparente indeterminazione nella fonnola della ce - 
lerità. - 43. Formola della portata. - 4i. Con - 
trazione della vena. - 45. Maniera con cni av - 

Tiene di fatto la contrazione della vena. . . » 146 a ISA 

CAP. VII.** Si tttlula reffttto deW afflìuso dell’ aequa 
in un recipiente. — 46. Formola della presaione 
prodotta dall’alllnsao. - 47. Applicazione della teo - 
ria del moto permanente . » 1S4 a IB7 

CAP. Vili.* Portata cfun orifitio di grandtzza qua- 
Itmque terminalo da linea della quale si porrà 
avere {equazione, praticato lateralmente in un 
vaso inesausto nel quale abbia luogo il moto per- 
manente. — 48. Si determina la portata da una 
Ilice laterale. - 49. Altezza media. - KO. Rifles - 
sione sull'altezza media. - 81. Applicazione della 
formola della portata. - 52. Esempio della de - 
terminazione dell’altezza media. -53. Manieradi 
trovare l’altezza media dal valore della portata. - 
iti. Battente Hi lina luce. - KK. Rplazimip fra r«l . 
tozza media , e la distanza del centro di gravità 

della luce dal livello, e problemi » 1S7 a ICi 

CAP. l.X.° Teoria del molo lineare nei vati che si ono - 
rano per l'efflusso. — 66. Equazione per la cele- 
rilà nel vaso che ai vuota. - S7. Vaso prismatico 
verticale. - 68. Altra maniera d'integrare l’egua - 
zione della velocità. - 69. Luogo della massima 
celerità nel vaso prismatico verticale, diesi vuo - 
ta. - 60. Luogo della celerità massima quando 
la luce 6 piccoligsima » 165 a I7ì 
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CAP. X.' Tempo e portata nei vasi che si vuotano ytr 
refflusto da piccola luce. — 61. Equazione del 
tempo. - 68. Equazione della portata. - 63. Caso 
del Taso prismatico e verticale. - C4. Natura del 
moto nella discesa della superficie di livello. - 
65. Equazione della portala nel vaso prismatico 
verticale. - 66. CongcRuenze dell'eguazione della 
portata.- 69. Rappresentanza geometrica dell'egua - 
zione della porlala.-70. Si tratta delle clc8BÌdre.-7t. 

Figure di vasi che soddisfano ai problemi sulle cles- 
sidre, e problemi > 173 a 183 

CAP. XI.* Efflusso dell' acqua da luci (U grandezza 
gualuwjae a fior d' acqua praticate Tn recipienti 
che si vuolano. — lì. Portata della luce. - 73. 

Tempo nella luce rettangolare. - 74. Portata nella 
luce rettangolare. - 75. Confronto dello portate 

di due luci * 183 a 186 

CAP. Xll.” Luci dei recipienti soggetti a riqurgilo. — 

76. Divisione delle luci soggette a rigurgito. - 

77. Velocità delle molecole nella parte soggetta a 
rigurgito. • 78. Applicazione del teorema ai vasi 
inesausti. - 79. Vaso che si vuota. - 80. Emis- 

rio rettangolo » 187 a 1 90 

CAP. Xlll.° Molo delt acqua net vasi diteontinui. — 

81. Definizione del vaso discontinuo. -82. Equa- 
zione del moto permanente nei vasi discontinui. - 
86. S’introduce la forza d’afllusso ncll'cguazione 
antecedente. - 87. Vasi interrotti da diaframmi.» 191 a 197 
CAP. XIV." Dei vasi comunicanti. — 88. Primo caso.- 

91. Secondo caso. - 92. Terzo caso. ...» 197 a 208 
CAP. XV." Moto in genere dell'acqua per i tubi. » 208 
CAP. XVI.p Moto pei tubi continui. — 95 La velo - 
cità dell'acqua nell’ uscire da questo tubo. - 96. 

La pressione in una sezione qualunque del tubo. 

98. Quando la pressione si fa ne^tativa. - 99. Af- 
linchè la pressione non divenga negativa all’iin - 
lioccatura. - 100. Se il tubo giace orizzontale. - 
103. Se il tubo 6 orizzontale. - 104. Qualora si 
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abbia discontinuo il tubo che imbocca col gran 

recipiente » 209 a 212 

CAP. XVI1.° Efflusso pei tubi addixionah.— 109. Sc - 


Quando il tubo non siegue la contrazione della 
vena. - 111. Se il tubo sia cilindrico. . . s 212 a 213 
CAP. XVI1I.° Della porlata dei tubi addizionali. — 

112. La portata della luce di un tubo che imboc - 
ca secondando la vena contratta. - 115. La por- 
tata di un tubo adattato ad una luce scolpita in 
lastra sottile. - 116. Se il tubo è cilindrico oriz- 
zontale » 214 a 216 

CAP. XIX.” Moto delTacqua pei lunghi tubi. — 119. 

Si determina l’espressione della resistenza. - 122. 

Si dà l'equazione differenziale della velocità del' 
l’acqua che corre lungo un tubo cilindrico am- 
messa la resistenza. - 126. Problema. . . > 216 a 223 
(^AP. XX.” Vetta preetionedet l’acqua netta parete dei 
tubi. — 128. Per avere la pressione ad un punto 

qualunque della parete. . 223 a 225 

CAP. XXI. ° Moto di uno data massa di acqua in «n 
tubo. — 129. Terzo caso del moto dei fluidi. - 


134. Caso nel quale i due tubi siano della stessa 
sezione. - 139. Legge delle oscillazioni piccolis- 
sime » 225 a H.'t.’i 
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